الرياضيات 


الأول العلمي 


QQ 


الفصل الدراسي الأول 


طبعة ابتدائية 


الم لله معرٌ اللإسلام بنصره ومُذك الق رک بقہرہ مهف الأمو بأمره: رستسبع 
a Xe i‏ الذي قدر الڈیام دولاً بعدله» ومعل العاتبةٌ للمتقيت بفضله 
بالا ساس على من أعلى a ibea‏ م سقف 

LÍ‏ بعد: 

نإنه بفضل الله تعاٹل, ومسن تونيقه تدخل الدولة الإسلامية اليوم عہداً hangaa‏ 
وذلك مث خلال وضعبا اللبنة الأول ي صرع التعليم الإسلامي القائم على 
a,‏ الگتاب وعلى هدي النبوّة وبفہم السلف الصالع والرعيل الأول لاء 
وبرؤية صانية لا شرتيّة ولا غربيّة: ولكن قرآنية نبوية بعيدا عن الا sh‏ 
دال باط اع kel s‏ فعاة انهم أقة اك as‏ أو ال رأسبالية ال قق آر سهان ة 
الم زاب والنامج النع رنة ‏ شى أصماع اللُرض, وبعدما تركت هذه الواندات 
الكفرية وتلك الاخ رانات البدعية أثرها الواضع قي أبناء الأمة الإسلامية. نرت 
دولة الخلانة -بتونيق الله تعاك- بأعباء دهم اف اة التوميد الزاكية ورعبة 
الإسالم الواسعة تحت راية الخلانة الرائدة ودومتہا الوارنة بعدما امتالشہم 
الشياطيت عنہا اف وهدات الجاهلية وشعاببا AUY‏ 

وهي الیوم إذ تدم على هذه الذيلوة من خلال منہجہا اليد والذي لم تدخے وسعا 
تي انباع خیلی السلف الصالع ف إعداده, مرصاً منبا على أن يأتي موانقاً للكتاب 
والسنة مستمدأمادته منہما لاعيد عنہما ولا يعدك بہما ف Yo,‏ فيه ریف 
sl mall‏ وا بت alto‏ اة Sulka‏ رقم | aE‏ 

ولقد كانت كتابة هذه الناھچ خطوة على الطريق ولبنة من لبنات بنا صرع اخلانة 
وزهذا الذي کب هر هي الا نات آم اقىن ERE el, all‏ ابن الفیوات 
والله و سوله منه بريء ومن نقبل نهيحة وتسديد کل حب وکما تاك الشاعر: 


P‏ بھی ان انا ترج مق الهج ثيه وغل 


(وآخے دعو آنا أت ا ٰہد لله رث العاليت) 


بسم الله الرحمن الرحيم 


الحمد لله» والصلاة والسلام على رسول الله» وعلى آله وصحبه ومن والآه 
وبعد 


بعد توفيق الله عز وجل تم إعداد هذا العمل المتواضع 

(کتاب الرياضيات للصف الأول العلمي) 

حيث تالف :هذا الكتاب مخ فصلن ذراسية: 

ويتضمن الفصل الدراسي الأول من: 

الوحدة الأول الأسس واللوغاريتمات 

الوحدة الثانية المتتابعات ومفكوك ذي الحدين 

الوحدة الثالثة موضوع المثلثات 

الوحدة الرابعة تختص موضوع الدالة والغاية والاستمرارية 

الوحدة الخامس موضوع ال مشتقة 

ولقد راعينا أسلوب التدرج في عرض المادة العلمية ومطعمة بالتطبيقات العملية 
ونسأل الله تعالى أن يوفق اخواننا ا مدرسین في توصيل المادة العلمية بصورة 
صحيحة لطلبتنا الأعزاء. 

وآخر دعوانا أن الحمد لله رب العالمين وصلى الله وسلم على نبينا محمد وآله 


المحتويات 
الوحدة الأولى (9 حصص ( 
الموضوع الصفحة عدد الحصص 
قواعد الأسس والجذور 14-9 3 
اللوغاريتمات 5 -28 
الوحدة الثانية ( 6حصص) 
المتتابعات 29- 38 3 
نظرية ذات الحدين 45-39 3 
الوحدة الثالثة (23 حصة) 
القیاس الرئيسي للزوايا 53-48 2 
الدوال المثلثية وقيم الدوال المثلثية 57-4 3 
تطبيقات عملية للدوال الدائرية 62-58 3 
دائرة الوحدة 65-63 1 
موقع النقطة المثلثية وقيم الدوال الدائرية 69-66 3 
الإحداثيات القطبية 74-70 3 
المتطابقات المثلثية 83-75 5 
حل المعادلات المثلثية 90-84 3 
الوحدة الرابعة ( 13حصة) 
مجال ومدى الدالة 100-93 3 
التمثيل البياني للدالة 104-100 3 
الغاية 109-105 2 
الإستمرارية 113-110 2 
غايات الدوال الدائرية 118-114 3 
الوحدة الخامسة ) 14 حصة) 
تعریف المشتقة وقواعد المشتقة 127-121 4 
مشتقة الدالة المركبة والاشتقاق الضمني 135-128 


148-16 


مشتقة الدالة الدائرية واللوغارتیم الطبيعي والدالة الآسية 


الوحدة الأولى 
49 والحذور واللوفاريتمات 


ينبغي بعد دراسة الوحدة الأولى أن يكون الطالب قادراً على أن: 

1) يسهل مقادير جبرية باستخدام قواعد الأسس 

2) يسهل عمليات جبرية باستخدام قواعد الجذور 

3) يطبق قواعد اللوغاريتم في حل معادلات أسية وتسهيل عمليات 


حسابيه 
4( يستخدم اللوغاريتمات 0 التطبيقات العملية 


الوحدة الاولى الأنس والجذور واللوغاريتمات 


مفردات الوحدة الأولى 


]1 - 1[ الأسس والجذور 
[ 1 - 2 ] اللوغاريتمات الاعتيادية 


]3-1[ اللوغاريتمات العشرية 

]1 - 4 ] تطبيقات عملية على اللوغاريتمات العشرية 
[ 1 - 5 ] اللوغاريتم الطبيعي 

الرموز والعلاقات 


المصطلح x‏ الرمز 


y= log, x دالة اللوغاریتم‎ 


دالة اللوغاريتم العشري y = logx‏ 


دالة اللوغاريتم الطبيعي y=Inx‏ 


m £ 


الوحدة الاولى الأسس والجذور واللوغاريتمات 


E‏ الأسس والجذور 


إذا كانت × عدد حقيقي»› m‏ عدد صحيح» 0 عدد صحيح فأنه يمكن استخدام 
التعريف الآتي: 

X. X. X. ....‏ = 2)7 
إلی n‏ من المرات 
یسمی X‏ أساس القوة » 17 تسمى الأس 
كما يمكن وضع قوانين الأسس الآتية والتي يمكن استنتاجها من التعريف السابق 
إذا كان لا ,× عدد ين حقيقيين N, M‏ عددين صحيحين ومع مراعاة استثناء 


الحالات التي يكون فيها المقام = 0ء والحالات التي يكون فيها الأساس = 0ء 
٢‏ ل 


1) xn ym = xn+m 


2) (aym = vm 


3) (x. y)" = x". y" 
E 


الوحدة الاولى الؤسس والجذور واللوغاريتمات 


ynm 
x" كلايد‎ 
xm 
1 
xrm 
1) x2 =1 
1 
=A حت‎ 
2) x = xa 


إذا كانت 0 + × 


إذا كانت n>m‏ 


إذا كانت =m‏ 10 


إذا كانت ۳ > 10 


ا 


- 


إذا كانت × عددا حقيقيا موجباً: 
1( وكانت 1 n>‏ ء 7اعدد صحيح فإن: 
- حيث n‏ تسمى بدليل الجذر 


2( وكانت n‏ , ٦ا‏ أعداد صحيحة فإن: 
n € Z?‏ کل m EZ, x>0‏ 


gz 


1 


الوحدة الاولى الأسس والجذور واللوغاريتمات 


4) 3/۳ = "Mym 
r= Vx. vx 
6) Vx +y ع‎ Vx + 17 


بسط المقادير الاتية: 
1167-1 +211 27 


1) o3n+1x42n-1 
2 1 5 1 
) xab +1 xb-a+1 


3) (1073 x 0.001 + 10 5 x 0.3) 
4) /1.6x105+9x10-6 

الحل: 
ل x 16-1 7 (3 41 x‏ 2721 


O3n+1 x 21-1 E (32)3n+1 x (22)2n-1 


36n+3 x 2411-4 


1) 


T 36n+2 x 241-2 


-۰ 36n+3-6n-2 x 24n-4n-4+2 


3 
= > 2 وح 
4 2 


الوحدة الاولى الأنسس والجذور واللوغاریتمات 


وط عربوہہ x‏ 1 1 


2 + ڪڪ‎ n = =V 
) xa-biq ہےر‎ (x “+10 P +1) 


x “+1+17 +1 
xa-b+b-a د‎ ya—b + yb—a +1 


xb-a e 2 
x0+xa-b+xb-a+1 


_ ب ه-طير‎ y a-b 2 _ 
xb-a + ya-b+2 


3) (1073 x 0.001 + 1073 x 0.3)° 


= (1075 x 0.1 + 10-5 x م‎ 
= )10-5 x 0.4)" = (10-5)° x (0.4)? 
= 0.16 x 10-10 
4) /1.6 x 10-5 + 9 x 10-6 
= / 16 × 10-6 + 9 x10-6 = /(16 + 9) x 10-6 
= V25 x 10-6 = 5 <3 
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الوحدة الاولى الأسس والجذور واللوغاريتمات 


متال 2 


حل المعادلات الآتية: 
+27 = 3-*92 )1 
(x + 1) = 125‏ )2 


3) VG — 2(5 = 8 


الحل 
o2x-3 = 27x = 32(2x-3) = 33x > 34x-6 = 33x‏ )1 


إذا تساوت الأساسات تساوت الأسس بشرط أن لا يكون المقام منتمياً 
للمجموعة }1-,1,0{ 
4x- 6 = 3X ¬ 4X - 3X = 6 > x = 6‏ 
(x + 1) = 125‏ )2 


إذا تساوت الأسس تساوت الأساسات 3 = )1 + (x‏ 
بشرط إذا كان الأس فردي أما إذا 

x+1= 5 ح پر جہ‎ 4 23٦ 
کان الاس زوجي فإن:‎ 


الأساس = + الاساس I-23 = AY‏ )3 
5 5 5 2 
برفع الطرفين للاس ۾ 23 = 2(5 — (x‏ 


5 
(x—2) = )23(3 > ×-2 = 25 > x —2 = 32 
x = 34 


الو PIAT‏ السس والجذور TT êê‏ 
تمارين(1-1) 
س' بسط كلا مما يأتي : 
0 تک 2 S G‏ س )1 
(n t = by‏ )2 
|8x1. y3‏ 3 
A | 27xy5‏ 
س2 حل المعادلات الآتية: 
2x — 4*+1‏ )1 


x2-5x _ 1 
2) 5 625 


3) 5x410-11,2 — 3 x 10-16 = 0.002x2 


4) GFI 
V32 


2 


الوحدة الاولى الأسسن والجذور واللوغاريتمات 


إذا كانت الدالة الاسية بالصيغة 


y =a 
R > R° والتي مجالھا‎ 
هم تسى‎ R فتوجد دالة عكسية لها مجالها‎ 


الدلة اللوغاريتمية وتكون بالصيغة : ×= 7م108 Ë‏ 


الصيغة الأسية *ه = y‏ جه الصيغة اللوغاريتمية: logay=x‏ 
بشرط  a€R*{1},y > R*,x € RF‏ 


حول الصيغ الأسية الآتية إلى الصيغ اللوغاريتمية 


1) 8=2 
2) 16 =2 
3) 0,0001 10 “ 


الحل 
1( الصيغة الأسية 23 = 8 


الصيغة اللوغاريتمية 3 = log;8‏ 
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الوحدة الاولى الأسس والجذور واللوغاريتمات 


2( الصيغة الأسية: ‏ 24 -16 


الصيغة اللوغاريتمية: 4 = 16 log-‏ 


3) الصيغة الاسية: 4 10 = 0,0001 


حول الصيغ اللوغاريتمية الآتية إلى الصيغ الأسية 
log;64=6‏ (1 
logio 0. 01 = —2‏ )2 


Jali 
logz64=6 الصيغة اللوغاريتمية:‎ (1 


الصيغة الاسية 26 = 64 


2( الصيغة اللوغاريتمية: 2- = 0.01 log,‏ 


الصيغة الاسية 2 10 = 0,01 


الوحدة الاولى الأسسن والجذور واللوغاریتمات 


متال 5 


جد قيمة × من المعادلة اللوغاريتمية: 3 = (1 + #2)رع10 


الحل: نحول الصيغة اللوغاريتمية إلى الصيغة الأسية: 


(x +1) =2 +x + 1 = 8 +X =7 


حل المعادلة: 5 = )4 - log,(x2‏ 


حل المعادلة: ‏ 5 - 0.0003 ,ع٥1‏ 


x° = 0.00032 > x° = )0.2( >x = 2 الحل:‎ 


حل المعادلة: ‏ 20ر = = logs‏ 


gi 
72 
۱ 


625 
2—20 


5 = 5-4 
x? — 20 = —4 > x? = 16 > x = +4 


الوحدة الاولى الأسس والجذور واللوغاریتمات 
خواص الدالة اللوغارتيمية y= loga x‏ 
1) لكل عدد حقيقي موجب له لوغارتيم 


2) العدد الحقيقي السالب ليس له لوغارتيم 


xER,y € R* لکل‎ <0 . a ER* — {1} الأساس‎ (3 


الوحدة الاولى الأنس والجذور واللوغاریتمات 


جد ناتج المقدار: 
12 31 
logs a + log; 62 log; 4‏ 
1 7 1 
الحل 54-1 + 10g.‏ 
27 2 1 


1 
= 1083 s 3وع108-‎ 3 = —3 logs3 = —3(1) = —3 


مثال 10 
جد ناتج المقدار 
6 ق108 + 64 log 81 + log; 625 - log,‏ 
الحل: يتعذر تطبيق قاعدة الجمع والطرح بسبب اختلاف الأساسات 
لذا نلجأ إلى تحليل الاعداد: 


log; 3 4 + log; 54 - log, 26 + رع10‎ 44 
= 4log; 3 + 4 log; 5 - 6 log; 2 + 410g, 4 
ا 4 ح-‎ 1+ 4 ١1-6 1+4 1 - 6 
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الوحدة الاولى الأسسن والجذور واللوغاريتمات 


TN متال‎ 


log,(x — 1)? +log,(x +2) = 1 حل المعادلة:‎ 


الحل: 
log,(x — 1)? (x +2) = 1‏ 


(x — 1)2(x + 2) = 21 

(x -2× + 1)(x + 2( = 2 

xX? +2x2—2x2—4x+x+2—2=0 
x? — 3x = 0 > x(x? —3) = 0 


LUx=0¿ 4x =3> x= +3 


12 Uü o 


log s(2x + 1) + log ys (x — 2) = 2 حل المعادلة:‎ 


الحل: 


log s 2x+ 1)(x — 2) = 2 

(2x + 1)(x — 2) = 7 

2x? —4x+x-2=3 

2x? - 3x- 5 = 0 > (x+1)(2x-5)=0 


jx=-1‏ 3 = اما 


20 
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الوحدة الاولى الأننس والجذور واللوغاریتمات 


متال 13 


(x-1) 2 34 _ + 
log; —— x 2x 7 X جد قيمة‎ 
الحل:‎ 
1 sg ls 


log2(x —-1) =1 رجہ‎ - 1 =2 > 2 > x = 3 


مثال 14 


جد قيمة X‏ للمعادلة: 1= 3*1 وع10 — کو log‏ 


log; 9% + 32-1 =1 الحل:‎ 
log; 320 + 3*1 =1 


0 × بہ 1 =1 + پر > 3= 3*1 > 1 = 325+1 log;‏ 


نشاط 


جد ناتج المقدار: )2 + 0/3) 1082 + ?)1 - log,(V3‏ 


الوحدة uUgVi‏ الأسس والجذور واللوغاريتمات 


3 


هي اللوغاريتمات التي أساسها 10 
وقد أتفق على عدم كتابة الأساس )10( 
ولها نفس قواعد اللوغاريتمات الاعتيادية 


ملاحظة 1 = 10ع10 


متال 15 


جد ناتج كلا مما يأتي: 
log0.0001 (2 log 1000 (1‏ 


الحل: 


1) log103 = 318810 -> 3× 1-3 
2) log10- = 10ع410-‎ - - 4 <«1<- -4 


log 0. 03 + log 0. 6 — log 8 جد ناتج:‎ 

log0.03 x 0.6 + 0.0018 اَل‎ 

ہے وری, ۔ 9918 سے 93×06 
7 °00018 ° ۔ 000188 058 
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الوحدة الاولى الاٛسس والجذور واللوغاريتمات 


متال 17 


إذا کان 0.4771 = 3ع10, 0.3010 = log2‏ 
جد ناتج SS‏ مما يأتي: 
log 3‏ (3 0 108 (2 5 (1 
4 108 )5 6 (4 


1) log5 = log” = 10810- 2 
= 1 - 0.3010 = 0 


2) log200 = log100 × 2 = log100 + log2 
=2 + 0.3010 = 0 
حك‎ 


3) 108۰0.003 = log 7 log 3 — log 1000 


= 0.4771 + (—3) = 9 


4) log6 = log2 x3 = log3 + log2 
= 0.4771 + 0.3010 = 0.7781 


5) log24 = log8 x 3 = log2š + log3 
= 3108 2 + log3 = 3(0.3010) + 0.4771 
= 1.3801 


الوحدة الاولى الأننس والجذور واللوغاريتمات 


متال 18 


log3 = 0.4 . 1082 - 0.3 إذا كان‎ 
22-1 3x+5 جد ناتج حل المعادلة:‎ 
الحل: بأخذ اللوغارتيم للطرفين‎ 
log 22*71 = log 5 
(2x-1)log2 (x+5)log3 
= (x + 5) log3 = (2x — 1) x 0.3 
= (x+ 5(0.4 = 0.6x — 0.3 
= 0.4x+2 > 0.2x=2.3 
x= 11.5 


buj 
أثبت أن:‎ 


102 log + log + log log0.25 - 21083 = 0 
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الوحدة الاولى الأسس والجذور واللوغاريتمات 


[4 - 1] اللوغارتيم الطبيعي 


درسنا الدوال الاتیة 
دالة اللوغارتیم الذي أساسه a E€ R* — )1[,« € R,y € Rt‏ 
y= a” + log,y=x‏ 


ودالة اللوغارتیم العشري: y= 107 + logy = x‏ 
والان ندرس دالة اللوغارتيم الطبيعي: lny=x‏ جه y= ex‏ 


اللوغارتیم الطبيعي رمزه (12): 
وهو لوغارتيم أساسه العدد 2.71828182 = e‏ 


ملاحظات: 
Ine =1‏ )1 
2e = x‏ 
Ine =x‏ )3 


الوحدة الاولى الأسسن والجذور واللوغاريتمات 


متال19 


جد ناتج كلا مما يأتي 
1)ln3+In5 +In2 —In30‏ 
In(x — 1) + In(x2 + x) — Inx = In8‏ )2 


3) eln(x-1) =3 
4) 1 I I © و‎ 
) 7ت‎ L s x 
الحل:‎ 
1) 123 + 125 + In2 — In30 
In3 x5 x2 +30 = In1 = 0 
2) In(x — 1) + In(x2 + x) — Inx = In8 
In(x — 1)(x + x) + x = 8 
- 1)(x + 1)x 
a Sha 
x 
> ln(x — 1)(x +1) =In8 
> ln(x? — 1) = In8 > x? -1 =8 
>x =9 >x = 3 
3) "م‎ =3 > (x — 1) =3 >x=4 
4) 1 - I وا‎ 
) 7 وع‎ x ka 
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الوحدة الاولى الأسس والجذور واللوغاریتمات 


1 - aT 
Er ETa x 
1 2 


In x% =1+2x > Ine * =2x +1 
2x ex 


—x =2x+1 USOS دوچ و یو‎ 


الوحدة الاولى الأسس والجذور واللوغاريتمات 


تمارين(2-1) 


log2 = 0.3 › 1083 = 0.4 استفد‎ 


س" جد ناتج كلاً مما يأتي: 
5 -310810 )1 
5 م + log - log + log‏ )2 
og— - log; + log; + log 0.‏ ) 
3log12 — 4log9 + log — log 3‏ )3 


Po‏ حل كلاً من المعادلات الآتية: 


1) log(x + 6) — log x = log(x — 4) 
2) lo =2 
S 67965 انه 0.3 = 2 ع٥1 وڑے‎ ule 


7 اثبت أنه 
x2 y? z2‏ 
log F log% F log— = 0‏ )1 


2) ln(x? — 2x) — ln x + In e7 ®t?) = 0 
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الوحدة الثانية المتتابعات — نظرية ذات الحدين 


الوحدة الثانية 


® المتتابعات 
©نظرية ذات الحدين 


الهدف من دراسة الوحدة 


ينبغي بعد دراسة الوحدة الثانية أن يكون الطالب قادراً على أن: 
1( يجد حدود متتابعة حسابية أو هندسية 


2( یجد مجموع متتابعة حسابية أو هندسية 
3) يفك حدين باستخدام نظرية ذات الحدين 


الوحدة الثانية المتتابعات — نظرية OI‏ الحدين 


]2-1[ المتتابعة 

]2-2[ المتتابعة الحسابية 
25٦‏ ] المتتابعة الهندسية 

[ 4 - 2 ] المضروب والتبادیل والتوافيق 
]2-5[ نظرية ذات الحدين 


الرمز والعلاقة الرياضية المصطلح 


U,=a+(n-1)d‏ الحد العام للمتتابعة الحسابية 


n 


Sı=— [2a + (n — 1)d] 


at Û‏ 7 58 مجموع حدود متتابعة الحسابية 
لے 
2 


U„=ar"!‏ الحد العام للمتتابعة الهندسية 
yn‏ 
افد ,و مجموع حدود متتابعة هندسية 
1-7 


الوحدة الثانية المتتابعات — نظرية ذات الحدين 


عبارة عن أعداد متتالية مرتبة حسب نظام معين على شكل حدود بينهما 
فواصل. 


طرق كتابة المتتابعة 


المتتابعة < 1ء 2ء 3ء 4ء قله مق sss sts‏ < 
حدها الأول هو 1 ء وحدها الثاني هو 2 ء وحدها الثالث هو 3 وهكذا 


جد الحدود الخمسة الأولى للمتتابعة 2+م3-ملا 


الحل 

الحد الأول n=1 + U,í=3(1)+2=5‏ 
الحد الثاني U,=3(2)+2=8‏ ج n=2‏ 
الحد الثالث n=3 + Us,=3(3)+2=11‏ 
الحد الرابع U,3(4)+2=14‏ + 0-4 
الحد الخامس Us,=3(5)+2=17‏ جہ n=5‏ 


> 5ء 8 14:11 17 < 


الوحدة الثانية المتتابعات - نظرية OI‏ الحدين 


] 2 - 2 [ المتتابعة الحسابية 


هي متتابعة من الاعداد كل حد من حدودها يزيد أو ينقص عن الحد الذي قبله 
زيادة (نقصان) بنسبة ثابتة وتسمى هذه الزيادة (النقصان) بالأساس ويرمز له 
بالرمز (d)‏ 


الحد النوني للمتتابعة الحسابية 


۷ط م , Vn>0O‏ 


us.‏ أن a‏ الحد الأول < ولا- ربولا = d‏ الأساس 


مجموع N‏ من الحدود ابتداءاً من الحد الأول في متوالية حسابية والذي نرمز 


له بالرمز,5 


مجموع n‏ من الحدود ابتداءاً من الحد الأول في متوالية حسابية والذي نرمز 


له بالرمز,5 


حيث a‏ الحد الأول ء Un‏ الحد الأخير 
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الوحدة الثانية المتتابعات - نظرية ذات الحدين 


ا 
متتابعة حسابية < 741 › a‏ 
جد حدها العاشر وكذلك مجموع أول عشرين حد 
الحل 
a=1‏ 
d= U- U,= 4-1 =3 , = 0‏ 
U„=a+(n-1)d‏ 
الحد العاشر 8 = U;o= 1 + (10 — 1)x3‏ 
لإيجاد مجموع أول 20 حد : 
Sn -= Bat- 1)d]‏ 


S, = [2 x 1 + (20 - 1) x 3] = 590 


مثال4 
جد مجموع حدود المتتابعة الحسابية < 4 ء 6 ء 8 › ...... .56 < 
الحل 
a= 4 U, = 56 d = 6 - 4 =2‏ 
نجد عدد الحدود :n‏ 
U,=a+(n-1)d‏ 
0 + 2 - 56 جا 20-2 +4 = 56 — S6=4+(n-1)x2‏ 
2n = 4 > n=27‏ — 
S,-— [a + Un]‏ 
S,=810‏ — ]66[ ,8 > ]56+ 4[ كدرو 


x 
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الوحدة الثانية المتتابعات — نظرية ذات الحدين 


مثال5 


متتابعة حسابية حدها الثالث هو 8 وحدها السابع هو 20 


أوجد الحد الحادي عشر 


الحل 
U„=a+(n-1)d‏ 
U,=a+(3-1)d &=a+2d ........... (1)‏ 
)2( سس U,=a+(7-1)d 20-3 + 6d‏ 
من معادلة )1( a = 8 - 2d‏ 
عوض في معادلة )2( 0+ 2d)‏ — 8( =20 
d=3‏ ج 2d + 6d — 4d=12‏ - = 8 - 20 
عوض في معادلة(1) 2 = )2(3 — 8 = a‏ 
32= إلا — 11-03)+11-2لا 
مثال6 
أدخل 7 أوساط حسابية بين العددین 15ء -9 
الحل 
¿í ¿í ¿+ < . 15<‏ 9-< 
عدد الحدود n=7+2=9‏ 
U„=a+(n-1)d‏ 
U;=a+(9-1)d — -9 - 15 + 8d — 8d = -24‏ 
d=-3‏ > 
>15. 12ء 29 26 3 › 20 3- . 6- 9-< 
biai |‏ الحا | 
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الوحدة الثانية المتتابعات - نظرية ذات الحدين 


مثال7 


في إحدى المدارس في ولاية حلب ء قرر مدرس مادة الرياضيات أختبار عدد 
من الطلاب بحيث يختبر في اليوم الأول 7 طلاب ٠‏ وفي اليوم الثاني يختبر9 
طلاب ء وفي اليوم الثالث 11 طالبا وهكذا بتتابع حسابي ¿ فإذا كان عدد 


الطلاب 91 طالب فكم يوما يستغرق الامتحان حتى ينهي جميع الطلاب. 


الحل ظ 
a=7 , d=9-7=2 , S$S=91 , n=?‏ 
S,-— [2a + (n — 1)d]‏ 

91-— [2(7) + (n — 1)2] 2 x نضرب الطرفین‎ 
182=n[14 + 2n — 2] 
182=[2n2 + 14n — 2n| 2 نقسم الطرفین علی‎ 


n” + 6n -91-0 +  )م+13()م-7(-‎ 0 


(سبعة أيام) 7 = n‏ يهمل 13- = n‏ 
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الوحدة الثانية المتتابعات - نظرية ذات الحدين 


[ 3 - 2 ]المتتابعة الهندسية 


هي متتابعة من الأعداد كل حد من حدودها يمكن الحصول عليه بضرب الحد 


الذي قبله بعدد ثابت يسمى الأساس ويرمز له بالرمز (r)‏ 


الحد النوني في المتتابعة الهندسية 


U , .‏ 
حيث 8 الحد الأول ¿ n‏ عدد الحدود » + الأساس - H‏ 


مجموع أول ن حد في متتابعة هندسية 


مجموع أول n‏ حد في متتابعة هندسية لم يعلم حدها الأخير 


|r|<1 
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الوحدة الثانية المتتابعات - نظرية ذات الحدين 


مثال8 
أوجد الحد الثامن في المتتابعة الهندسية < 4 ء 8 16ء 
كذلك مجموع أول سبعة حدود. 


الحل 
8 
نے رھ 
4 
87-20 یھ ےی( 
[1-17]_ 
ہے 
41-2 
S7= EEE — S= 508‏ 
Jú‏ 9 


متتابعة هندسية حدها الثالث يساوي 8 ء وحدها السابع يساوي 128 جد 
حدھا الأول وأساسها . علما أن جميع حدودها موجبة. 


الحل 
Uar‏ 
)1( ہیں U;=ar?! = a‏ 
 .............. (2)‏ 128-86ج ہلا 
نقسم معادلة )2( علی معادلة )1( 
16 = کم سے ھا 
ar 5‏ 128 
2= م > 
o 8 -a — 8 = 2‏ 
a=2‏ جہ 


الوحدة الثانية المتتابعات - نضرية ذات الحدین 


تمارين(1-2) 


س 1) جد الحدود السبعة في المتتابعة < "2 > 


س 2( متتابعة > 2؛ 6 ء 10ء ...... > بين نوعھا ثم جد الحد العشرون 
وكذلك مجموع أول عشرين حد . 

س 3) متتابعة حسابية حدها الرابع هو 8 وحدها العاشر هو 20 ء أوجد dali‏ 
العشرون وكذلك مجموع أول عشرون حدود. 

س4) متتابعة هندسية حدها الأول هو 1 وحدها الرابع هو 64 جد الحد 
السابع ومجموع 8 حدود الأولى. 

س5) أدخل 6 أوساط هندسية بين العددين 2 ء 256 . 

س6) متتابعة حسابية > 17 , 26+2 , ٠+5‏ , 8> جد قيمة ١‏ , 4 . 

س7) متتابعة هندسية مجموع حديها الثاني والثالث هو 12 ومجموع حديها 
الخامس والسادس هو 96 جد حدها الأول واساسها . 

س8) كم حدا يؤخذ من المتتابعة < 13ء 11 ء 9ء 7 ».... > ليكون 


المجموع 45 . 


الوحدة الثانية المتتابعات — نظرية ذات الحدین 


)2-4( المضروب والتباديل والتوافیق 


سوف نتطرق لهذا الموضوع بإختصار شديد ونعرض شرح مبسط للقوانين 
التي سوف نحتاجها في موضوع مفكوك ذي الحدين 


1( المضروب يرمز له بالرمز (n!)‏ 
حيث ٣عدد‏ طبيعي » ٦ا‏ < 0 


5!= 5 x 4 x 3 x2 x1 
8۔8‎ x 7 x 6 x 5 x 4 x 3 x2 <> 1 


0!=1 
1!=1 


P(n,r) التباديل‎ (2 


طريقة لإختيار r‏ من n‏ مع مراعاة الترتیب 
P(n ,r) = n(n-1)(n-2)(n-3)......... x(n-r+1)‏ 
x 9 = 0‏ 10 =) 
x 9 x 8 = 720‏ 10 =) 
x 5 x 4 x 3 x 2 = 720‏ 6 
7 


الوحدة الثانية المتتابعات — نظرية ذات الحدين 


P(5,5)= 5x4x3 x2 x1 
P(9,0)=1 


3( التوافيق یرمز له بالرمز (n , r)‏ © أو ).( 


طريقة لإختيار ٢‏ من ١‏ بدون مراعاة الترتيب 


_P(5,3) _ 543 


C ; = = 
1) ©) 5,3) 7 a n 
P(5,6 10x9x8x7x6x5 
2( م 1029 _ ل ۔ رم , مںء‎ 
6! 6x5x4x3x2x1 
c( -1 
C(n, = 1 
C(n,r)=C(n ,n-r) 
فمثلا‎ 
c(4,0)=1 
I ` 60 _ p(1°9) _ 100x99 
C( 100 , 98 ) = ©) 100 , 0 ا‎ = 1 


| 4950 = 
اس 


= 
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الوحدة الثانية المتتابعات - نظرية ذات الحدين 


]5 — 2 [ قانون الحد العام في نظرية ذات الحدين 


1( عدد حدود المقدار (x + y)"‏ هو 7+1 من الحدود 
2( مجموع أسس ys x‏ هو ٦ا‏ في كل حد 


(x +y)" = 


C 5 REG 0 x" 1ر1‎ +C و‎ xy L ...+ C 0 y" 


مثال8 
جد الحد الخامس في مفكوك (x + y)‏ 
الحل 


Pe chu @ arma p: 
= 7 7-5+1 5-1 
P; = Cé4-_1 . x . y 


ارو A‏ اليم 


_ 7x6x5X4 7 
4x3x2x1 


5 = 35x yf 


الوحدة الثانية المتتابعات - نظرية OI‏ الحدين 


لإيجاد الحد الأوسط في مفكوك ذي الحدين يعتمد على قيمة n‏ فإذا كانت 
n+2‏ 


n (1‏ عدد زوجي هناك حد أوسط واحد رتبته هي US‏ ھی 


2( اما إذا كان n‏ عدد فردي فهناك حدان أوسطيان 
1+1 


الحد الأوسط الأول 
الحد الأوسط الثاني هو الحد الذي يلي الحد الأوسط الأول 


مثال9 
جد الحد الوسط في مفكوك (3x + 2y)°‏ 
الحل 
0 6+2 11+2 
رتبة الحد الوسط 4 - = — r=‏ 
2 2 
r=4 , - 37 , b=2Y , n=6‏ 


P, — 2ج‎ x ar"! x b"! 


P, = Gi x (3X) 4! x (2Y) == K$ x 33 Xšx 22 y? 


6x5X4 
4 3x2x1 


x27X? x8Y2 = 4320 Xš y? 


42 


الوحدة الثانية المتتابعات - نظرية ذات الحدين 


جد الحدين الأوسطين في مفكوك ”)3 + (X‏ 


الحل 
4 - 
b=3 , ٠-11‏ 
P, S Ch. 7 an rtl x b!‏ 
الحد الأوسط الاول i ag‏ — 
7x6x5‏ 

3 یر اہر ہوا تر كيم 
P, = 945 X“‏ 

الحد الأوسط الثاني 


Ps = CZ x X x 34 


_ 7x6x5x4 3 4 
i پچ‎ ۰٘ٗ 3 


P; = 2835 X° 
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الوحدة الثانية المتتابعات — نظرية ذات الحدين 


جد مفكوك (x+y)?‏ 
الحل 
عدد الحدود 6 =5+1= 1 +م 


نستخدم قانون الحد العام 


قانون الحد العام في نظرية ذات الحدين 


الحد الأول r=1‏ 

P, = C5_, x ے1 لی پر 1+1 کر‎ C5 x xŠ e. 

الحد الثاني r=2‏ 
ہے يوعد بويد O x = CU‏ 

r=3 الحد الثالث‎ 
PI = C5 , x پر ا3‎ ya CS x Š x y2 = 10 تیر‎ y2 

r=4 الحد الرابع‎ 
P, = C5, x سای × 4 كير‎ C5 x تر‎ x y? = 10 خر‎ y? 

r = 5 الحد الخامس‎ 
P; = C$; x × × کی‎ l= CS x x xyt = 5x y“ 

re Sudah asa 


Pe = C5_, x كير‎ 6+1 x اکر‎ cE x x? x y5 = y5 


(x+y) = x° + 5 xy + 10 × ر‎ + 10 × y? + 5 x y! + y° 
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الوحدة الثانية المتتابعات - نظرية ذات الحدين 
س1) جد مفكوك '( 3 + 2۷ ) 
س2) جد مفكوك °)3 - (x‏ 
س3) جد الحد الأوسط في مفكوك مر (x+‏ 
س4) جد الحدين الأوسطين في مفكوك ”( ”ر + × ) 
س5) جد الحد العاشر في مفكوك ”'( 20 + 8 ) 
س6) جد معامل x‏ في مفكوك !)2 (x+‏ 


س7) جد ناتج ”)101 ) باستخدام نظرية ذات الحدين 


الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


الوحدة التالثة 


الحعدف من دراسة الوحدة 


ينبغي بعد دراسة الوحدة الثالثة أن يكون الطالب قادراً على أن: 
1) يعرف الدوال المثلثية 

2) يجد قيم الدوال المثلثية 

3) يرسم الدوال المثلثية 

(4 


يحل معادلات مثلثیة 
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الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


Ol Jo o‏ الوحدة الثالتة 


] 1 — 3 ] الزاوية بالوضع القياسي ( الزاوية المركزية) 
[ 2 - 3 ] القياس الستيني والقياس الدائري للزوايا 
]3 - 3 ] الدوال الدائرية 

[ 4 - 3 ] تطبيقات عملية على الدوال الدائرية 

[ 5 - 3 ] الزوايا الخاصة ومواقع الزوايا الخاصة 
[ 
[ 
[ 


] 6 — 3 ] الاحداثیات القطبیة 
] 7 - 3 [ رسم الدوال الدائریة 
J‏ 8 3 ] المتطابقات المثئنية 
3-97 ]المعادلات المكلتية 


الرموز والعلاقات 


المصطلح الرمز بالإنكليزية 

جیب الزاوية 0 sin‏ 

جیب تمام الزاویة 0 cos‏ 

ظل الزاوية 0 tan‏ 

ظل تمام الزاویة 0 cot‏ 

قاطع الزاویة 0 sec‏ 

قاطع تمام الزاویة 0 csc‏ 
التقدیر الستيني D°‏ 

التقدير الدائري Q‏ 

النقطة المثلثیة )0 sin‏ , 6 5م») 
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الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


الزاوية الموجهة: عبارة عن زوج مرتب من شعاعين لهما نفس نقطة البداية 
ويسمى المسقط الأول بالضلع الابتدائي والمسقط الثاني بالضلع النهائي. 


| 3 -1] الزاوية الموج بالوضع القفياسي 


هي الزاوية التي رأسها واقع في نقطة الأصل وضلعها الابتدائي ينطبق على 
الجزء الموجب لمحور السينات. كما في الشكل [ 3 - 1 ] 

Dü‏ كان اتجاه الضلع ob‏ عكس عقارب الساعة تكون الزاوية موجبة 
وإذا كان اتجاه الضلع 07 مع عقارب الساعة تكون الزاوية سالبة 


اتجاه الدوران عكس عقارب الساعة 
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الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


اتجاه الدوران مع عقارب الساعة 


[ 3 -2 ] ) القياس الستيني والقیاس الدائري للزاوية 


القیاس الستيني للزاوية ورمزه D°‏ 

يمكن تقسيم الدائرة إلى 360 قسما وبذلك نحصل على 360 درجة بالتقدير 
الستيني ولدورة كاملة يكون قياس الزاوية = 360° 

فالدرجة بالتقدير الستيني = 1° 

13° , 20°, 30° , 45°, 135° ..... الزوايا‎ : d 


القیاس الداتري للزاوية ورمزه Q‏ 
هي الزاوية المركزية التي تقابل قوسا طوله L‏ ونصف قطر دائرته 7 
ورمزها ( 0 ) وتكون موجبة وتساوي : 
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الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


الشكل(3-3) 


الزاوية النصف قطرية: هي زاوية مركزية تحصر قوسا طوله يساوي طول نصف قطر دائرتها 


:r‏ طول نصف قطر الدائرة 
ا: طول القوس 
0: قياس الزاوية المركزية 
= 0 
LS D‏ 


Oy m 
b 
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الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


بعض الزوايا بالتقدير الدائري 


كيف نفرق بين الزاويتين مثلا 21۰ + 21 


الزاوية 21 بالتقدير الستيني لوجود علامة الدرجة ) ) 


الزاوية 21 بالتقدير الدائري لعدم وجود علامة الدرجة ) ) 


تحويل الزاوية من التقدير الستيني D°‏ إلى التقدير الدائري Q‏ أو بالعكس 


كم تحويل القياس الستيني إلى القياس الدائري 


كم تحويل القياس الدائري إلى القياس الستيني 


حول الزوايا 315°, 120° , 30° إلى التقدير الدائري 


TT 
180° 


Q = D° x الحل : نستخدم العلاقة‎ 
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الوحدة الثالثة المتلتات والدوال الداترية 


= 0٥ لے‎ al 
دو كي‎ 180° 6 
— o T _ 7 
Q = 120° x CE 
TE 7T 
Q = 315° x Tm 
TT Sr 
إلى التقدير الستيني‎ ET حول الزاویتین‎ 
: الحل‎ 
180 
09 
m 180° 
D= 3 X = 60° 
5m 180° 
D= a x = 225° 


يمكن إيجاد عدد الدورات التي تدورها دائرة حول محور عمودي أو أفقي 
إذا علمت الزاوية بالتقدير الدائري 
E‏ 
.= 
فاذا دار الضلع ob‏ دورة كاملة فان L‏ محیط الدائرة يساوي +277 
وبالتعويض في العلاقة السابقة نحصل على : 
Q = = o> La‏ 


T 
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الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


ولأكثر من دورة نحصل على 277 = 0 ٣ ٠‏ عدد الدورات 


تدور عجلة دائرية فعندما تكون الزاوية تساوي 107 فما عدد الدورات؟ 
الحل: 


Q = ع2‎ x n 
10m=2mn—n=5 


عجلتان دائريتان مسننتان أحدهما صغيرة نصف قطرها 3cm‏ وعجلة كبيرة 
نصف قطرها ٠ 5cm‏ فاذا كان عدد دورات العجلة الكبيرة 15 دورة فما 
عدد دورات العجلة الصغيرة ؟ 


| 


' mó 
إن أبعد مدى لقذيفة الهاون ( مدفع ) عندما تکون الزاوية الموجهة بالوضع‎ 


TT 
القياسي 45° والتي تساوي © من الزوايا النصف قطرية لاحظ الشكل:‎ 
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الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


المدى الأفقي وهو البعد بين الهاون والعربة المستهدفة 


الشكل(5-3) 


]3-3 ] الدوال الداترية ( الدوال المتلتية ) 


c‏ الوتر 
e‏ = 


من المثلث القائم الزاوية في :b‏ 


الشکل(6-3) 
وس ar‏ 
س أن ; المجاور 
المقابل 
© دالة جيب الزاوية 0 — = sin Q0‏ 
الوتر 
المجاور 
9 دالة جیب تمام الزاوية 0 cos0=—.‏ 
الوتر 
. 5 المقابل 
© دالة ظل الزاوية0 = 0 tan‏ 
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الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


المجا 
© دالة ظل تمام الزاوية 0 = cot0‏ 
© دالة قاطع الزاوية 0 حك = seco‏ 
جاور 
دق — == csc0‏ 
P‏ = المقابل جس 
ملاحظة: 
o‏ المقابل = طول الضلع المقابل 
e‏ الوتر = طول الوتر 
٭ المجاور = طول الضلع المجاور 
من العلاقات أعلاه سلاحظ uug‏ أن: 
sin 0‏ 
0+ © 05© , حل = 0 tan‏ 
cos 0‏ 
0 1 
cot 0 = — , tan0 #0‏ 
tan 0 sin0‏ 
1 
sec 0 = , COSO =O‏ 
cos 0‏ 
! 1 
0 د csc0 = — , Sin0‏ 
sin 0‏ 
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الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


من المثلث abc‏ القائم في b‏ جد ناتج الدوال الاتیة: 
sinO, cos0 , tan , cot@0 , sec0 , csc@0‏ 


a 
3cm (8-3) <: 
C b 
الحل‎ 
المقابل‎ 3 
sin 0 = =- 
' 5 
المجاور‎ 4 
cos = —-— =s 
الوتر‎ 
الفا‎ 
tan 0 = ل‎ = — 
jd 8 
ےم‎ E 
SECU = OSO 4 
لے ےے‎ 
csc? = یی‎ 3 
عاق‎ 1 _ 4 
cot = ano 3 
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الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


< الزاويا الخاصة التي يتوجب على كل طالب حفظها ليتمكن من حل تطبيقات 
عملية مختارة وفق هذه الزوايا 4 
وكذلك يمكن الاستعانة بالمثلث الاتي لحفظ الزوايا الخاصة 


جد ناتج: 
”0غ , sin 30° , ©0560” , 1224597 , sec60°‏ 
الحل: 
1 1 
tan 45° =‏ و = 60° sin 30° = 2 4 cos‏ 
csc 60° = cot 30° = 3‏ 
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الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


]4-3 ] تطبيقات عملية على بعض الدوال الدائرية 


أراد أحد عمال الكهرباء في ولاية الخير تثبيت عمود كهرباء لإنارة إحدى 
الطرق الخارجية في الولاية ء فإحتاج إلى وتر طوله " 10 مثبت من 
قمة العمود إلى الأرض ويميل عن الأرض بزاوية "30 

1) فما بعد نقطة الوتر في الأرض عن قاعدة عمود الكهرباء 

2) ما هو ارتفاع عمود الكهرباء 


I‏ ; الشكل(9-3) 
المجاور 
= 60560 )1 
الوتر 
cos 30° = s > = = T > 2x =10/3 > x = 5/3 m‏ 
التقائل 
= 5126 )2 
الوتر 


in 30° = = 2 >2h=10 >h=5 
sın = 10 2 10 = = و‎ 7 
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الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


ضمن الأعمال الزراعية التي يقوم بها ديوان الخدمات في ولاية أبين » قرر أحد 
مهندسي الولاية زراعة شجرتين على خط مستقيم واحد وبالقرب من تل 

ارتفاعه 337111 ومن على قمة هذا التل رصد زاوية الإنخفاض عن قاعدة 
الشجرة الأولى 60 وزاوية الإنخفاض عن قاعدة الشجرة الثانية 30 فكم كان 
البعد بين الشجرتين ؟ 

الحل : 


60 
l T 0 ۱ 
x y ۱ 
۱ الشکل(10-3‎ 
جا 9.0( بعد الشجرة الأولى البعد بین الشجرتین‎ 
الحل عن قاعدة التل‎ 
wigs — 
المجاور‎ 
33 59 
tan60° = — => V3 = و‎ = — 
w: 
11 x 3 
> y= = 113 وم‎ 
V3 
33 
tan 30° = 
x+ y 
1 7 33 
V3 لدع‎ 3 
ws 3 ES O se 


59 


الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


0 ل إرتفاعه 300 م وجد راصد شجرة بزاوية انخفاض ( 30 ) 


فما البعد بين الراصد والشجرة. 


الحل 
L‏ 
300 
الشكل(11-3) 
معد = ©5111 
الوتر 
29 300 0 1 300 9 
m‏ = ةي >= > ہے sin‏ 


القطاع الداتري 


هو جزء من سطح دائرة محدد بقوس من الدائرة وبنصف قطري الدائرة المارین 


بنهايتي القوس 


القطاع الدائري 


مساحة القطاع الدائري 


ومن العلاقة L=Qr‏ جه 
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الوحدة التالتة المتلتات والدوال الداترية 
نعوض في معادلة (1) 


محيط القطاع الداتري 
P=L+2r‏ 


قطاع دائري طول نصف قطر دائرته 60۳ وقیاس زاويته 30 جد : 
1( مساحته ؟ 2( محيطه ° 


الحل : 

ہہ ۔ ہے کے سو او سن 1 

) Q= 180° ` 180° 6 

A= -rQ 

A= > x 62 x Z = ہو‎ = 3x3.14 = 9.42 cm? 

TT 
2) L=Q.r Eu = m =3.14cm 
P رے‎ 2? 


= 3.14 + (6 x2 ) = 15.14 cm 


8! 


الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


تمارين ١[‏ - 3 ] 
س 1( طائرة مسيرة تابعة لدولة الخلافة الإسلامية تحلق فوق ولاية حلب 
ومن على ارتفاع km‏ 6 عن سطح الأرض رصدت هدفا معاديا بزاوية 
انخفاض 60° فكم هي المسافة بين الطائرة والهدف ؟ 
س2) قطاع دائري محيطه cm‏ 127 وطول نصف قطر دائرته cm‏ 6 
جد قياس زاويته بالتقدير الستيني ومساحته ؟ 


س3 ) جد مساحة القطعة الدائرية في الشكل الاتي : 


س4) زاوية مركزية تقابل قوسا طوله cm‏ 37 ونصف قطر دائرتها 
cm‏ 9 جد مقدار الزاوية بالتقديرين الستيني والدائري ثم جد عدد 
الدورات 
الذي دارها ضلعها الثانوي . 


س5) إذا علمت أن 0.6 = 51260 tan0 = 0.75 ٠‏ 


cos 0 جد‎ 
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الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


]5-3 [ داترة الوحدة والنقطة المتلنية 
دائرة الوحدة: هي دائرة طول نصف قطرها يساوي الوحدة ومركزها نقطة الأصل 
في نظام إحداثي متعامد حيث 1 = y2‏ + 2 تسمى بمعادلة دائرة الوحدة. 


المقابل 
sin0 = = = sin0 = y‏ > = 5116 
الوتر 
xX‏ المجاور 
cosl = x‏ = — = و05 — = cos‏ 
T 1‏ 
تر 


(x,y) = (cos0, sin 0 ) 
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الوحدة الثالثة المتلتات والدوال الداترية 


قيم الدوال الدائرية للزوایا الخاصة: 


و1805 , “36050 ,270 


[alo 
o _ -_-teose- 
cos() 1 1 القيمة الأساسية للعدد المركب‎ 
sin0° = 0 0-0 هي‎ 
الشکل(14-3)‎ 


القيمة الأساسية للعدد المركب1-/ 
هي on‏ 


(cosO,sin0) 
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الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


cos90° = 0 
sin90° = 1 
Cos270° = 0 


Sin270° = -1 
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| 
اة اس سل طب لوم - 


هي ڑم 


I 
j 
i 


(cos0 , sin0 )! 


الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


موقع النقطة المثلثية وقيم الدوال الداترية 


في الربع الأول -> القيمة الأساسية للسعة 


= 90-6 
في الربع الثاني ے القيمة الأساسية للسعة = 1807-6 
أو = 0 + 90° 
في الربع الثالث ے القيمة الأساسية للسعة = 0 +1807 
أو = 0-270° 
في الربع الرابع > القيمةالأساسية للسعة ‏ = 360-0 
أو = 270+0 
جدول إشارات الدوال الداترية 
الدالة | الربع الاول | الربع الثاني | الربع الثالث | الربع الرابع 
80 | موجب موجب سالب سالب 
90 | موجب سالب سالب موجب 
0 | موجب سالب موجب سالب 
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الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


1) في الربع الأول 
sin (90° — 0 ) = cos 0‏ 
cos(90°— 0) = sin 0‏ 
2( في الریع الثاني 
sin( 180° — 0) = sin 0‏ 
cos( 180° — 0 ) = —cos 0‏ 
أو 
sin( 90° + 0) = cos 0‏ 
06ء - = )0 + cos(90°‏ 
3( في الربع الثالث 
sin(180° + 0) = —sin 0‏ 
cos( 180° + 0) = — 0‏ 
أو 
sin( 270 — 0) = —cos 0‏ 
cos( 270 — 0) = — sin 0‏ 


4( في الربع الرابع 
sin( 360 — 0) = - sin 0‏ 
cos( 360 — 0 ) = cos 0‏ 


sin( 270 + 0 
cos( 270 + 0 


— cos 0 
sin 0 


) = 
خر(‎ 
sin 120° = sin( 90° + 30°) = cos 30° = 


sin 120° = sin( 180° — 60° ) = sin 60° =‏ سے 
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الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


مثال 11 


جد ناتج كلا ممايأتي : 


cos120° , 512135” , 19321507 
: الحل‎ 
cos 120° = - cos (180° — 60° ) = - cos60° = -- 
sin 135° = sin ( 180° — 45° در(‎ = sin45° = — 
( ) 5 
tan 150° tan( 180° — 30° ) 
an = — tan = = —— 
1/3 
12 متال‎ 
sin 210° , cos240° , tan 225° جد ناتج كلا من:‎ 
الحل:‎ 
۱ ; ; 1 
sin 210° = — sin( 180° + 30° ) = — sin30° = - 2 
1 
cos 240° = - cos( 180° + 60° ) = - cos 60° = - > 
tan 225° = tan( 180° + 45° ) = tan 45° = 
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الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


متال13 


: من‎ x< جد ناتج‎ 
cos 330° , sin 300° , tan 315° 
: الحل‎ 


۷۵ 

cos 330° = cos) 360° — 30° ) = cos 30۰ = EF 
۷۵ 
sin 300° = — sin( 360° — 60° ) = — sin 60° = T 


tan 315° = — tan( 360° — 45°) = -1 


جد ناتج کلا مما يأتي: 
57ھ ”005225 ”180225 + 0053007 ”5103307 a)‏ 


b) 510907 cos180° — 1900” cot90° 
c) 560240” وہ‎ ۳" 
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الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


لايجاد الاحداثیات القطبية نأخذ مستقيما ثابتا مثل ab‏ حيث b‏ نقطة 
ثابتة عليه » ونعين أي نقطة عليه مثل © في المستوي متى ale‏ بعدها عن 
النقطة الثابتة b‏ والزاوية التي يصنعها هذا البعد مع المستقيم ab‏ وليكن 
bc = "‏ والزاوية التي يصنعها bc‏ مع ab‏ هي 0 ویقال عن 
الإحداثي (7,6) بالاحداثي القطبي . 


C(r,0) 


الشكل(18-3) 0 


الصيفة الاحداثية القطبية هي (r,0)‏ 


لاحظ الإحداثيات القطبية في الاشكال الآتية: 
Tr‏ 
c ( 2 , 7‏ 


الشكل(19-3) 


الشكل(20-3) 
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الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


7 كيف نحول الإحداثي القطبي (r,0)‏ إلى الإحداثي (x,y)‏ 


وبالعكس 
من خاصية المثلث القائم الزاوية: جرعت 


٣=» + > r=. +y 
|| 2 || يمثل مقياس العدد المركب > ويرمز له بالرمز‎ r 
وهو عدد حقيقي غير سالب ( عدد موجب)‎ 


x 
حر — — = هومن‎ r cos0 
r 
. y 2 
80 = E — حلا‎ sin0 


فنحصل على النقطة (x,y)‏ 


الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


حول النظام الإحداثي القطبي )2,5( إلى النظام الإحداثي (x,y)‏ 


: الحل‎ 
2 0 au: 
r= , کک‎ 
3 
T v3 
y=rsinð = 2sin> = 2 x == E 
x =rcosټ‎ = 6085 a 


(x,y)=(1,v3) 


13 Uü o 


حول النظام الإحداثي القطبي (VZ, VE)‏ إلى النظام (xy)‏ 


الحل: 
37 
ہچ E‏ 
1 37 
=Tsin0 = /2 sn— = 7/2 x —=1‏ 
ú 4 72‏ 
1- 31 
x=rcos0 = V2 cos— = V2 x — = -1‏ 
1/2 4 


(x,y)=(-1,1) 
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الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


متال 14 


حول ( 1,۷3 ) إلى النظام الإحداثي القطبي ° 


: الحل‎ 
r= Jx? + y2 = V1+3 = 0/4 - 2 

رھ ۔ 
Cos 5 r 2‏ 
y 3‏ ۱ 
— =— = 51116 
Tr 2‏ 

= T 

ک0 


میں ری 


متال 15 


جد النظام الإحداثي القطبي للنقطة ( 2/3-,2) 
الحل : 4 = 1/16 = 4+12/ = r= yx? + y?‏ 


x 2 1 
cos 0 = چیہ یت‎ 7 


y —2⁄3 3 
sin0 = — — 
r 2 


_ Sr 


الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 
تمارين( 2-3) 


س1 ) اوجد القيمة العددية لكلا Ga‏ يأتي : 


cos== ¿sin 330‏ .(90+30)مها 
س2) حول إلى النظام الاحداثي القطبي كلا من : 
1() 1-< 1( 
2( )2 2-( 
3 (3/,-,1-) 
س3 ) جد ناتج كلا من : 
عه 31 
5111 + 5 (2 
b) cot33z - 17‏ 


177 
6 


177 > 
c) cos — + sin 
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الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


]3- ] التطابقات المثلئیۃة 

إن الغرض من دراستنا للمتطابقات المثلثية هو 

تسهيل دوال دائرية تمهيداً لإيجاد قيمها أو رسمها أو أجراء عملية الإشتقاق 
عليها فيسهل إيجاد سرعتها وتعجيلها. 

كذلك تسهل إجراء عملية التكامل للدوال الدائرية فيسهل إيجاد مساحاتها 


وحجومها .... الخ. 
درست في بداية الفصل المتطابقات الاتیة: 


tan 0 = = 
cos 0 
coto - ب - بل‎ 
sec0 = - 
csc0 = sin 0 


من المثلث القائم الزاوية 


الشکل(22-3) 


الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


1 = ر + 2× تمثل معادلة دائرة 
النقطة المثلثية ( (cos0,sin@ ) = (x,y‏ 
وبالتعويض في المعادلة نحصل على : 
aa (1‏ سا 1 = sin? 0 + cos20‏ 
WOREN "٦‏ 


sin? 0 = 1 — cos? 0 
cos? 0 = 1 — sin? 0 

لو قسمنا المتطابقة الأولى على 0 cos?‏ فسنحصل على : 
sec? 0 = 1 + tan? 0 (2‏ 


لوقسمنا المتطابقة الأولى على sin20‏ فسنحصل على : 
usss E‏ سی 0 csc2 0 = 1 + cot2‏ 


الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


متال 16 


أثبت صحة المتطابقات الآتية : 


sin2 0+cos2 0 


1) E = sec 0 


5sin? 0 — cos? 0 + 1 7 
) 1 — cos? 0 7 


sin? 0) = sin? 0‏ - 1)(1 - 0 ی(3 


4)(sec 0 — tan? 0)(2 — 2 cos? 0) = 2 sin? 0 


sin2 0+cos2 0 1 
— = = sec 0 
cos 0 cos 0 
5sin2 0—cos20+1 _ 5sin? 0+1—cos2 0 
1—cos2 0 1—cos2 0 


(sec2 0 — 1)(1 — sin2 0) = (tan2 0)(cos2 0) 


را 
sin“ 0 1‏ 
X cos? 0 = sin 0‏ ےت = 


الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


(sec? 0 — tan? 0)(2 — 2 cos? 0) (4 


= (1)(2(1 — cos2 0)) = 2 sin2 0 


25 متطابقات لمجموع زاويتين مختلفتين أو فرق زاويتين مختلفتین 


sin(x + y) = sinx cosy + cosx Siny ............4) 
sin(x — y) = sinx COSY — cosx siny ............5) 
cos(x + y) = cosx cosy — sinx siny ............6) 
cos(x — y) = cosx cosy + sinx siny ............7) 


(4) ومن المتطابقھ‎ 
sin (x + x) = sinx cosx + cosx sinx 


sin(2x) = 251013 cosx 
: فنحصل على المتطابقة‎ 
sin2x = 2511 cosx .............8) 
وبنفس الطریقة نحصل علی‎ 
sin4x = 2511127 cos2x 
sin6x = 2sin3x cos3x 


1 . 3 3 
sin3x = 2501 6005 xX 
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الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


79 


)6( ومن المتطابقة‎ 
cos(x + x) = cosx cosx — sinx sinx 


cos(2x) = cos? x — Sin? x 


فنحصل على المتطابقة 


cos2x = cos2x — Sin2x............9) 


إذا عوضنا =¿ cos2x = 1 — Sin2x‏ فسنحصل علی: 
cos2x = 1 — 2Sin?x‏ 


إذا عوضنا عن Sin? x = 1 — cos? x‏ فسنحصل علی: 
cos2x = 2 cos? x — 1‏ 


ومن المتطابقة cos2x = 1 — 2Sin? x > 2Sim2x = 1 - cos2x‏ 
نقسم على2 فنحصل على : 

Sim2x = Z (1—cos2x) نیا‎ (10 

cos2x = 2cos2x - 1 > 2cos2x = 1 + cos2x ومن المتطابقة‎ 


cos2x = za +cos2x)  ...... (11 


الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 
إذا قسمنا المتطابقة (4) على المتطابقة (5) ومع التبسيط نحصل على 


[1 + cos2x] ...... (12 


NIe 


cos2x = 


إذا قسمنا المتطابقة )4( على المتطابقة )5( ومع التبسيط نحصل على: 


_ tanx+tany 
tan(x + y) = I کس‎ as (13 
tan(x _ ) — _tanx-tany (14 
y 1+tanxtany ` 
17 متال‎ 
أثبت صحة المتطابقات الاتیة:‎ 
cos* — sin* = cos2x (Í 


sin 2x—2 sin x i 
— = 2sinx ب)‎ 
0۹٥۸-1 


"07 
—— = cosx + sinx (= 
6052-6 


1-005 2x 
1+cos 2x 


= tan x (° 
(1 — 2 sin? x)(sec 2x = 1) (x. p= 
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الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


الحل 


cost - sinf (Í‏ نحل بطريقة الفرق بين مربعين 


(cos2x — sin2x)(cos2x + sin2x) = cos2x (1) = cos2x 


sin2x—2sinx _ 2sinxcosx 2sinx(cosx—1) 


=— = = 2sinx (o 
cosx-1 cosx-1 cosx—1 
cos2x _ cos2x—sin2x _ (cosx-sinx)(cosx+sinx) ( 
n _ے‎ Ãōș—— l - ا‎ a 
cosx—sinx cosx—sinx cosx—sinx ١ 
= cosx + sinx 


1—cos2x د(‎ 


نقسم البسط والمقام على 2 


1+607 


1 — cosx 
2 5 5111 2 zi 2 
1+cos2x cos2x ` A 
2 
(1 — 2sin? x)(sec2x) (a 
1 . _ 
ہج‎ (sin2x ) =1 
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الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


متال 18 


جد ناتج كلآ من 512759 , cos105°‏ 


الحل: 
لإيجاد قيمة 75 510 نستخدم المتطابقة 


sin(x + y) = sinx cosy + sin y cosx 
sin 75° = sin( 45°+ 30 2) 
= sin 45° cos 30° + cos45 °sin 30 ° 


V3+1‏ _ 1 2 ے یر 


2⁄2 2⁄2 2⁄2 2 72 
ولإيجاد قيمة 105° cos‏ نستخدم المتطابقة 


cos(x + y) = cosx cosy — sinx sin y 
cos(60 + 45) = cos60 cos45 — sin 60 sin 45 


1-3 _ 0/3 1 1 ن ۷3 


— — X — — — — 89811 


1 
2/2 2 °2 2V2 2V2 22 
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الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


تمارين( 3 - 3 ( 


س 1( جد ناتج SS‏ من الدوال الآتية: 
cos215 - sin2 5 (1‏ 


2 sin 22.5 cos22.5 (2 


1/1 + sin 2x = cosx + sin x (1 


tan x + cotx = sec x cSC x 82 


sinî x . ; 
= sinx + sin x coS x (3 


1—cosx 
sin ہ 2 — 1[ 5 ے پر‎ 2× + sin x] (4 


COS 22-1 
— = ل‎ x (5 


cos2 x 
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الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


| 9 - 3 ] المعادلات المثلثية 
إن الفائدة العملية للمعادلة المثلثية هي إيجاد قيم الزوايا التي تحقق هذه 
المعادلة وتتيح لنا إيجاد نقاط التقاطع مع المحور السيني لإيجاد المساحة 
المحددة بين منحني الدالة الدائرية ومحور السينات وكذلك تفيدنا أيضا 
في إيجاد الحجوم الدورانية الناتجة من دوران منحني الدالة الدائرية مع 
محور السينات او الصادات حسب منهجنا. 
لحل المعادلة المثلثية نركز على ناتج المعادلة وموقح الزاوية 
الذي يحقق هذا الناتج فمثلا 


إذا كان لدينا المعادلة < = مد sin‏ 
يكون Sin x‏ موجب في الربع الأول والربع الثاني 


ففي الربع الأول 30° = x‏ 
وفي الربع الثاني 150° = 30° -180° = x‏ 
,18 كان لا المعادلة = = sinx‏ 

يكون × sin‏ سالب في الربع الثالث والریع الرابع 


ففي الربع الثالث ‏ 210°= 30° + 180° x=‏ 
وقي الریع الرایع 3805 = 30°-= 8605 x=‏ 
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الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


متال 19 


حل المعادلة 
الحل 
يكون Sin x‏ موجبا في الربع الأول والربع الثاني 


] 0,2m | ضمن الفترة‎ sinx = 


ففي الریع الأول 60° = x‏ 
وفي الربع الثاني 120° = 60°-180° = x‏ 
مجموعة حلول المعادلة 601 . 120 ) 


مثال 20 


حل المعادلة 1 - = tanx‏ ضمن الفترة [ 21ء 0 ] 
الحل 
يكون tan x‏ سالبا في الربع الثاني والربع الرابع 


ففي الربع الثاني 65 = 45° 180% = x‏ 
وفي الربع الرابع 315° = 45° — 360° x=‏ 


الجموعة حلول المعادلة 1 135" + 315 { 


گل المعادلة 
tanx = -/3 (I‏ 
(2cosx +1) (8sin® x —1) = 0 (2‏ — 


85 


الوحدة الثالثة المتلتات والدوال الداترية 
مثال 21 


cos? x = - حل المعادلة‎ 


الحل: 

بأخذ الجذر التربیعي للطرفين =£ = cosx‏ 
إما —+ = 

cosx = + ) 


يكون basa cosx‏ في الربع الأول وفي الربع الرابع 


في الربع الأول 45° = x‏ 
وفي الربع الرابع 315° = 45° - 360° x=‏ 
Í‏ _ 

COS x =Z É 


يكون cos x‏ سالباً في الربع الثاني وفي الریع الثالث 


28 الزيم الثاني 135° =° 45 = 180 x=‏ 
وفي الربع الثالث "2-225 180+ 45 دي 


p 456 1358 31386 2259 رل ال‎ qaya 
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الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


نلاحظ أن 0 = sinx‏ عندما تكون قیم 
x = 0°, 180° ,360 °‏ 


مجموعة حلول المعادلة )180°360° 0°[ 


متال 23 


حل المعادلة 0 cosx=‏ 


الحل 
نلاحظ أن 0 = cosx‏ عندما تكون قيم 
x= 90° ,270°‏ 


مجموعة حلول المعادلة )]90°,270°[ 


مثال 24 


حل المعادلة 0 = tanx‏ 
الحل: 
نلاحظ أن tanx=0‏ عندما تكون قيم 


x=0°, 180°, 360°‏ 
مجموعة حلول المعادلة }0°,180°,360°{ 


الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


متال 25 


حل المعادلة 0 = sin 2x - cosx‏ 
الحل 
نستفاد من القاعدة ‏ 05© sin 2x = 2 sin x‏ ونعوضها في المعادلة : 


2sin xcosx- cosx = 0 
cosx (2sinx —1) = 0 


cosx = 0 إما‎ 
x= 90 ,270 ° 
2sinx —1 =0 ° sinx =š أو‎ 


يكون Sin x‏ موجبا في الربع الأول والثاني 
في الربع الأول 30° = x‏ 
وفي الربع الثاني 150° = 30° — 180° = x‏ 


مجموعة حلول المعادلة }150°,30°,270,90°{ 


مثال 26 


حل المعادلة cosx = sinx‏ 
الحل: 
نقسم طرفي المعادلة على cos x‏ فنحصل على 

tanx = 1‏ 
يكون ظاس موجبا في الربع الأول وفي الربع الثالث 
في الربع الأول 45° x=‏ 
وفي الریع الثالث ° 225 = ° 45 + ° 180 = x‏ 


مجموعة حلول المعادلة )]45°,225°( 


الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


متال 27 


حل المعادلة 0 = 1 + 2cos? x - cosx‏ 
الحل: 
نستطيع تحليل المعادلة 0= )1+ (cosx —1)(2cosx‏ 
إما 1= COSX‏ 
عندما 
x = 0°, 360 °‏ 
أو کے يروم 
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يكون cosx‏ سالبا في الربع الثاني والثالث 

في الربع الثاني 120° = ° 60 — 180 = x‏ 
وفي الربع الثالث 240° = 609+ 180° x=‏ 
مجموعة حلول المعادلة }120°,240° ,360° ,0°{ 


الوحدة الثالثة المثلثات والدوال الداترية 


حل المعادلات الاتية 
[—m,z] (1‏ وضمن الفترة, 0 = sin3x‏ 
sin2x = cosx )‏ 
j 0 ON‏ ۶۹ ۶۶۶۶ ۶“ 
cos2x —cosx= 0 (‏ 
٥٢‏ سس < G‏ 
cotx +tanx = cosx (‏ 
( 
( 


COS 2X = SIN ç 


وضمن الفترة| ]7 ,7-] , cosx=0‏ 
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الوحدة الرابعة G Jia Ji‏ والغاية والاستمرارية 


الوحدة الرابعة 


الدالة والغاية والاستمرارية 


الحعدف من دراسة الوحدة 


ينبغي بعد دراسة الوحدة الرابعة أن يكون الطالب قادرا على أن: 
1) يجد مجال ومدى الدالة 

2) يرسم الدالة 

3) يجد غاية الدالة 
( 


4 يثبت استمرارية الدالة 


الوحدة الرابعة G Jia Ji‏ والغاية والاستمرارية 


مفردات الوحدة الرابعة 

[ 4 -1 ] تعريف الإقتران 

]4 -2 ] مجال الدالة 

]4 -3 ] مدى الدالة 

[ 4 -4 ] التمثيل البياني للدالة 
[ 4 -5 ] الغاية 

[ 4 -6 ] الاستمرارية 
]6-4[ غايات الدوال الدائرية 
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الوحدة الرابعة G Jia Ji‏ والغاية والاستمراریة 
]1-4[ تعريف الدالة (الإقتران) 


الدالة (الإقتران) إذا ارتبطت كميتان متغيرتان ×؛ ل بعلاقة بحيث أعطينا 
قيمة للمتغير الأول × استطعنا إيجاد قيمة للكمية الثانية y‏ المناظرة ل × ء 
فنسمي y‏ دالة للمتغیر الأول x‏ وتكتب بالشكل : y = f(x)‏ 
يسمى X‏ مجال الدالة وهو متغير مستقل 


يسمى لا مدى الدالة وهو متغير تابع للمتغير y = f(x) X‏ 
مدى الدالة 


× مجال الدالة. 


الوحدة الرابعة G Jia Ji‏ والغاية والاستمرارية 


أنواع بعض الدوال التي سوف نحتاجها في منهجنا 


1( الدالة الثابتة : ¿y = f(x) = a‏ حيث ۾ عدد حقيقي. 


2( دالة المستقیم وشکلھا: 0 = .ax +by+c‏ 
3( دالة المنحني من الدرجة الثانية مثل: 
y = f(x) = ax? +bx+c‏ 
4( دالة المنحني من الدرجة الثالثة مثل: 
y = f(x) = ax? + bx? + cx + d‏ 
الدوال الأربع السابقة تسمى بالدوال كثيرات الحدود ومجالها جميعها هو 
مجموعة الأعداد الحقيقية أو مجموعة جزيئة من مجموعة الأعداد الحقيقية. 


5) الدالة الكسرية مثل: 
گے = =f‏ 
وش لی 
6( الدالة الجذرية (جذر تربيعي): 3 +۷۸3 - y= f(x)‏ 
الدالة الجذرية ) جذر تكعيبي ): f(x) = Vx—1‏ = ر 
مثل : 


2 
کک و ور چا 


8( الدالة الأسية مثل: 


5= 
9 الدالة اللوغاريتمية مثل: )1 + y = log(x‏ 
10( دالة اللوغاریتم الطبیعي مثل: )1+ y = In(2x‏ 
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الوحدة الرابعة G Jia Ji‏ والغاية والاستمراریة 
]2-4[ إيجاد مجال الدالة 


وهو قيم ×التي تجعل قيم y‏ حقيقية. 


رھ إيجاد أوسع مجال للدالة الكسرية 


مجال الدالة = مجموعة الاعداد الحقيقية R‏ ماعدا قيم × 


2x 
1. کے ور‎ 
4x 
Y= 22-6 
1 
3. TT 
ج 2-0 -ڈ×‎ 


2x—6=0 جه‎ x=3 


التي تجعل المقام =0 
5 كمية è‏ .- 
لان الكمية: س = y‏ غير معرفة 
صفر 


جد أوسع مجال لكلاً من: 


الحل 
1. نجعل المقام =0 
x = 2‏ 
فیکون أوسع مجال للدالة = }2{ — R‏ 
2. نجعل المقام =0 


فيكون أوسع مجال للدالة = )3( - R‏ 


الوحدة الرابعة G Jia Ji‏ والغاية والاستمرارية 


3( نجعل المقام -0 
x=+3‏ ج 9=»× جه (0-تير و9 
أوسع Ff +3 1 = Ja‏ 


جد أوسع مجال للدالة 


الحل 
x2+1=0 > x? = -1#R‏ 
أوسع مجال للدالة R=‏ 


< ثانيا ) 


3 


مجال دالة الجذر التربيعي هو قيم X‏ 
بشرط أن يكون داخل الجذر التربيعي > 0 
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الوحدة الرابعة G Jia Ji‏ والغاية والاستمراریة 
الحل 


x>1 .1‏ > 0< 2-1 
أوسع مجال للدالة = )1 < {x:x‏ 


2 - ع1‎ < 0 > —x> 2 > REZ. ¿2 


أوسع مجال للدالة = )2 < [x : x‏ 


(Gü)‏ إذا كانت الدالة جذر تکعیبی 


فأن أوسع مجال للدالة هو 
مجموعة الاعداد الحقيقية (R)‏ 


جد أوسع مجال للدالة: 3+ y= V2x‏ 

الحل: أوسع مجال = R‏ 

ملحوظة: إذا كانت y = f(X)‏ حيث n‏ يسمى بدليل الجذرء إذا کانت: 

أ. n‏ عدد زوجيء f(x)‏ دالة كثيرة حدود من الدرجة الأولى فان 0 < f(x)‏ 
ب. n‏ عدد فردي أكبر من الواحد فإن أوسع مجال للدالة هو R‏ 


ئ( رابع > إیجاد أوسع مجال للدالة الكسرية والجذریة 


حالة؟: إذا کان المقام جذر تربيعي 
أن يكون داخل الجذر التربيعي < 0 


الوحدة الرابعة G Jia Ji‏ والغاية والاستمرارية 


جد أوسع مجال للدالة 


الحل: 
أوسع مجال = (x: x>-3}‏ 


حالة”: إذا کان المقام جذر تكعيبي: 
أوسع مجال للدالة = R‏ ماعدا x aš‏ التي تجعل المقام =0 


جد أوسع مجال للدالة 


1 
fo) = حمر‎ 


الحل 
أوسع مجال للدالة = )2( — R‏ 
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الوحدة الرابعة G Jia Ji‏ والغاية والاستمراریة 


۰ئ اذا كانت الدالة لوغارتيمية ج108 y=‏ 


أوسع مجال هو: [0 > {xix‏ 
جد أوسع مجال لكلا من 


y =log(2x + 4) .1 
y =log(1 —x) .2 


الحل: 
1 2- > يي > 0> 4+ 2x‏ 
أوسع مجال = }2— > (x: x‏ 
1—x > 0 > —x > —1 —x<1 .2‏ 


(x: x < 1) = أوسع مجال‎ 


(Gata)‏ إذا كانت الدالة كثيرة حدود 


فأوسع مجال هو مجموعة الاعداد الحقیقیة 


جد أوسع مجال لكلا من: 
y=x2+3x-1 (1‏ أوسع مجال-! 


2( 1- ×9 + × = ر أوسع مجال R=‏ 
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الوحدة الرابعة الدالة والغاية والاستمرارية 


الصورة العامة للدوال كتيران الحدود yO‏ 


مه + f(x) = anx" + an-1x" 1 +... ax‏ 
ao) -1‏ ,61 , ... ,يبك (An‏ تسمى بمعاملات الحدود وهي أعداد حقيقية 
2- ۸ اس ١‏ لمتغیر X‏ حيث n‏ عدد طبيعي 
3- مجالها هو مجموعة الأعداد الحقيقية 


Z a, -4‏ 0 حيث an‏ هو معامل أكبر أس للمتغير X‏ 
[4 - 3 ] التمتيل البياني للدالة لبعض الدوال كتيرات الحدود 


1( رسم الدالة الثابتة ٠ y = a‏ حيث ہآ © a‏ 


هو خط مستقيم يوازي محور السينات هي دالة كثيرة حدود من الدرجة 
77 4 هر R‏ 


مثل بیانیا الدالة 3 = y‏ 
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الوحدة الرابعة الدالة والغاية والانستمرارية 
متال 10 


مثل بيانيا الدالة 2— = fa)‏ 


الشكل(3-4) 
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الوحدة الرابعة G Jia Ji‏ والغاية والاستمرارية 


2( رسم الدالة: R‏ € ظط ,© حيث , ط + y= ax‏ 


هو خط مستقيم مائل وتسمى بالدالة الخطية أو دالة 
الدرجة الأولى وهي دالة كثيرة 
مثل بيانياء 1 -- ×2 = بو s E‏ 
الحل 
ننظم جدول بقيم (y < x)‏ 


نعين جميع النقاط ونرسم خط مستقيم مائل ويمر بهذه النقاط 
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الوحدة الرابعة G Jia Ji‏ والغاية والاستمرارية 


y=ax2+bx+c حيث‎ a,b € R رسم الدالة:‎ )3 


وتسمى بالدالة التربيعية وهي دالة كثيرة الحدود من 
الدرجة الثانية مجالها R‏ 
أ) إذا كان معامل X2‏ موجبا ففتحة المنحني تكون للأعلى. 
ب) إذا كان معامل ”× سالبا ففتحة المنحني تكون للأسفل. 


متال 12 


مثل بیانیا الدالة: 1 + 2× = ہو 


(x,y) ننظم جدول بقيم‎ 
x y=x2 + 1 (x رو‎ 
y-=-(22 +1 = 5 (2:5) 
1 y=(1} +1 =1 (1:2) 
0 y=(0)2 +1 =1 (0<1) 
2روے)-ر اک‎ +1 =2 )-122( 
52 y=)-2(2 +1 =5 (25) 


ماحاظة: نعين جميع النقاط ونرسم خط مستقيم مائل ويمر بهذه النقاط 
إحدائي نقطة رأسي المنحني للدالة 


(2.5) y=ax2+bx+ © 


(1.2) 


103 


الوحدة الرابعة الدالة والغاية والاستمرارية 


س' جد أوسع مجال لكلاً مما يأتي: 
x‏ + 3و2 - 3 = f(x)‏ .1 


2. fG) = Vx—2x+1 
3. f(x) = 1/2 - 4x 
4. f(x) = V1—2x 
5 fœ) = =+ 2x 
6. f) - لي‎ 
س” مثل بيانيا كلا من الدوال الآتية:‎ 
1. f(x) = -4 
2. f(x) ح‎ 1- 22 
3. f(x) = 5 - x2 
4. f(x) = 2x7 — 3 
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الوحدة الرابعة d Jia Ji‏ والغاية والاستمرارية 
[4- 5 ] الغاية 
الهدف من الدرس 


أن يكون الطالب قادرا على أن : 
1) يعرف الغاية 2) يجد غاية الدالة 


معنى الغاية: 

لغرض فهم الطالب لمعنى الغاية سنعطي المثال الاتي: 
نرسم مضلع منتظم (عدد أضلاعه (n‏ داخل دائرة رؤوسه على محيط 
الدائرة» عندما تزداد عدد أضلاع المضلع المنتظم فان مساحته تزداد وعندما 
تزداد عدد أضلاع المضلع المنتظم الى ان تصبح: 
مساحة المضلع المنتظم - مساحة الدائرة 
وعندها نقول غاية مساحة المضلع المنتظم = مساحة الدائرة عندما يقترب 
عدد أضلاع المضلع > n‏ 
۸ عدد أضلاع المضلع المنتظم التي تجعل مس المضلع = مس الدائرة 


O: O 


الشكل(7-4) 
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الوحدة الرابعة الدالة والغاية والاستمرارية 


a 


الشكل(8-4) 


سندرس ماذا يطرأ على الخط لمستقيم الواصل بين النقطتين dec‏ 
عندما تقترب X‏ من © (أو بعبارة أخرى ماذا يحصل لميل المستقيم المار 
بالنقطتين © ۰ d‏ عندما تقترب x‏ من (a‏ 

ومن المهم أن نلاحظ أيضا أن x = a‏ خلال عملية تعيين النهاية اذ لو 
جعلنا © = × وتصير c = d‏ وعندها يكون ميل المستقيم Cd‏ غير موجود 
وبعبارة رياضية: 


m = lim میل المستقيم)‎ cd) 
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الوحدة الرابعة G Jia Ji‏ والغاية والاستمراریة 


مثال 13 


جد ناتج: 
Í. lim._.,-‏ 
الحل: 
1 1 : 
lim, 1 = = 7 =1‏ | 
š 1 1 57 5‏ 
كمية غير معرفة 1ے img‏ ب 


الدالة لا تملك غاية عند 0 = × (لا توجد غاية) 


متال 14 


جد: )1 — 2+ 322)و_ب رتنا 


الحل: 
lim (3x? + 2 — 1) =3(—3)2 + 2)-3(- 1‏ 
x>-‏ 
27—6—1=20= 
متال 15 
x2—9‏ : 
جد: s‏ و_ہےے lim.‏ 


إن ان أوسع مجال لهذه الدالة هو: [3) - R‏ لذلك نلجأ الى تحليل البسط الى 
فرق بين مربعين ثم الاختصار بعد ذلك التعويض بقيمة الغاية. 


=) 
lim —— ہت ہک‎ = limx+3 =3+3=6 
X3 x—3 2-3 
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الوحدة الرابعة الدالة والغاية والاستمراریة 


ان أوسع مجال لهذه الدالة هو: }4{ — R‏ 
لأن 4 = × يجعل مقام الدالة -0 وتصبح غير معرفة لذلك نلجأ الى 
تحليل البسط. 


n Ci 1. G+ ay x=) 
4 سجرلي)‎ 2( 204 G(x-—2) 


=lim(Vx+2) = (V4 + 2) 


=2+2=4 
17 متال‎ 
جد:‎ 
lim V1 -x 
x> 
الحل:‎ 


ان أوسع مجال لهذه الدالة هو:(1 < {xix‏ 
وان 2 = × 
لا تنتمي لمجال الدالة لذلك ليس لها غاية عند 2 = x‏ 


lim ۷1 ¬ × = ١/1 - 2 = V—1 غير حقيقي‎ 
x> 7 
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الوحدة الرابعة G Jia Ji‏ والغاية والاستمراریة 


18 متال‎ 
2+ 1 V x> 2 


إذا علمت أن: = f(x)‏ 
x2— 1 V x<2‏ 
ابحث وجود الغاية عند 2 = x‏ 


الحل: 


الغاية من جهة اليسار:  lim 2 )22 — 1) = )2(2- 1<- 3 =l,‏ 


الدالة f (x)‏ تملك غاية عندما 2 = x‏ 


19 مثال‎ 
2122-3 V 2<-1 


fx) = إذا علمت أن:‎ 
3x+2 V 2> - 1 


1. lim.,_; (x) 


2. lim.,_ I (x) 


lim.,_.(8x + 2) = 3(—2) + 2 = -4‏ 
الغاية من جهة اليمين: 

(2x7 — 3) = 2(—1)} - 3 = -1 = 4‏ یہنا 
TELEN‏ 

lim,y,_-1(3xX + 2) = 3)-1( + 2 = -1 = L 


وا ع L‏ 


kL x = —1 تملك غاية عندما‎ f (a) الدالة‎ 
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الوحدة الرابعة d Jio Ji‏ والغاية والاستمرارية 


[ 6-4 ] الاستمرارية 


تكون الدالة د مستمرة (متصلة) عند (a)‏ إذا تحققت الشروط الثلاثة الاتیة: 
1( » تنتمي الى مجال الدالة. 
limga f(x) (2‏ موجودة. 
f(x) = d(a) (3‏ وبيسنا 


واذا كانت د غير مستمرة (غير متصلة) عند © = x‏ نقول انها دالة غير 
مستمرة(منفصلة) عند x=a‏ 
ابحث في استمرارية الدالة عند 3— = x‏ 

3⁄2+1 V x<-3 


15 
1—9x V x<-3 
الحل:‎ 


1. fŒ) = 3x2 +1 > /)-3( = 3)-3(2 +1 = 28 = 4 
2. lim.._ (3x2 + 1) = 3(—3)2 + 1 = 28 = l, 


الغاية موجودة 7 = L‏ 
الدالة مستمرة عند 3— = x‏ 


TO 


إلا 


الوحدة الرابعة الدالة والغاية والاستمرارية 


متال 21 


ابحث في استمرارية الدالة: | f(x) =l x‏ عند 0 = × 


| x |= 
— لکل‎ 2> 0 


. )زر‎ =x > f(0) = 0 


. lim._ (x) = 0 = L 


lim(—x) = 0 = 7 
۶-0 


الدالة مستمرة عند 0 = x‏ 


نشاط 


إذا علمت ان: | 1 + fO) =| x‏ 


أثبت أن الدالة مستمرة عند 5— = x‏ 


الوحدة الرابعة الدالة والغاية والاستمرارية 


س" جد الغاية OJ)‏ وجدت): 
lim(3 - V2x + 1)‏ .1 
232-2 


i 2+ 3‏ نے 
xal I‏ 
x 3‏ 
)2-7577( 
lim‏ .3 
x>1 x—1‏ 
2x? — 32‏ 
z‏ .4 
x>-3 X 64‏ 
س إذا كانت: 
x +2 x = —3‏ 
fG) =‏ 
=l x = —3‏ 
سن ا مت إن؛ | 2+ f(x) =|x‏ 
جد: lim,,_2 (x)‏ 
س“ إبحث في استمرارية الدالة: 
کے ون 
ro  x2+2‏ 
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الوحدة الرابعة G Jia Ji‏ والغاية والاستمراریة 


س” إبحث في استمرارية الدالة: 


2 > عر V‏ قير 
= 
2x+4 V x>2‏ 
عند 2 = X‏ 
س؟ إبحث في استمرارية الدالة 
f(x) = 22+ 6‏ 
عند قح كتير 
س” إذا علمت أن الدالة: 
3x+a V x>-1‏ 
J A) =‏ 


x2+b Vx>-1 


مستمرة عند 1— = × › 


a,b € n وہ لا جد:‎ f x) = 2 وكانت‎ 
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الوحدة الرابعة G Jia Ji‏ والغاية والاستمرارية 


4-7 ] غايات الدوال الداترية 


1) lim,_oSinx = 0 
2) lim, .ocosx = 1 
3) lim,-o tan x = 0 


(كمية غير معرفة) لا توجد ocotx “W‏ ەطنا (4 


توضيح: 
cosx 6050 1 5 .‏ _ 
كمية غير معرفة -= —— = —— lim‏ 
sinx 5120 09‏ 0<× 
lim,_osecx = 1‏ )5 
توضيح: 
li Š z 1‏ 
احم مم حب IM‏ 
1 60050 2-0005 
لا توجد غاية (كمية غير معرفة) ‏ 5207© مي٣11۳‏ )6 
توضيح : بما أن 


ns 


7 


الوحدة الرابعة dI‏ والغاية والاستمراریة 


sin x 


22 Uü o 


جد الغاية لكلا من الدوال الاتية: 


1) lim 


2) lim ليب‎ 
) xb tanë 2x 
`~ 1-— cos? 2x 
سمسستھے ہہ‎ 


x2‏ 0د73 


4) 1i x tan 5x 
im ——ə — 
x>0 1 — cos? x 


tan x + sin 3x 


5) li 
) 0 x + sin 2x 


الوحدة الرابعة الدالة والغاية والاستمرارية 


 sin3x _ sin3x‏ 3 غسلہے۔ 
lim = lim x‏ )1 
x>0 X x>0 x 73-0 x‏ 
Sin sin 3x‏ . 
3lim im‏ = 
x>0 3x x>0 3x‏ 


=(3x1)(3x 1)= 9 


5 


2) li 


a ا‎ 
x>0 tan? 2x 


x 5 
= (lim x tall تكسم و الط‎ 
(lim tan ا چ‎ i 
5 Š 
1 1 

. tan 2x 
lim ے‫‎ 

x>0 x 


2 iy. 1 
= (3) 32 


. 1-—cos?2x 
3) lim—— s 
0د73‎ x 


m 
x—0 x 


sin? 2x = (1 — cos? 2x) نعوض عن‎ 


 Sin2 2x 
= lim 


x>0 x? 


. تو‎ 
= (iim ) 
x>0 K 
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الوحدة الرابعة G Jia Ji‏ والغاية والاستمرارية 


نقسم المقام والبسط على 22 


x tan 5x . tan5x 
ڪڪ‎ lim —— @— 
= li x — 0ج‎ 


Do sinx 8د اہ‎ 
x? x20 xX 
Slim tan 5 
550 Bx 9x1 
~ a Simx., 12 0 
(li 2 1 
0ج‎ 


tan x + sin 3x ون‎ C C puj ` ا‎ 
x»0 X + sin 21 1 + 21m x J 3 o 
x 50. 2X 


cos2x — 1 
. lim لس‎ 
x>0 tan? 2× 


` 1— cosx 
2 ا‎ 
x>0 x 
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الوحدة الرابعة G Jia Ji‏ والغاية والاستمرارية 


تمارین (3-4) 
جد الغاية (إن وجدت) IS‏ مما يأتي: 


1. lim x cot x 
x>0 

2. lim x7 csc? 3x 
x>0 


. 2sinx-— sin 2x 
3 lim ججےجے۔ ھت‎ 
3-0 x 


tan2 x + x sin 3x 


4. lim x 
x>0 X 


sin 3x + 3sin 2x 
im سس الس‎ 
x>0 tan 2x +tan x 


۱ sin3 x 
6. lim دد‎ 
x>0 X — xsinx 
1 — cos 2x 
. lim لل‎ 
x>0 xtan 2x 


tan x2 


٠ llm — 2 
x>0 51115 X 


1 — cosx 


9. lim 7 
x—0 x 


18 


الوحدة الخامسة المتتقة 


الوحدة الخامسة - 


n ال‎ 


الهدف من دراسة الوحدة 


ينبغي بعد دراسة الوحدة الخامسة أن يكون الطالب قادراً على أن: 
1( يعرف المشتقة 
2( يشتق الدالة 
3) يحل تطبيقات هندسية وفيزيائية على المشتقة 


ng 


الوحدة الخامسة المتتقة 


مغردات الوهدة الخامسة 


]5 -1 ] تعريف المشتقة وقواعد المشتقة 

] 5 -2 ] مشتقة الدوال المركبة وقاعدة السلسلة 

]5 -3 ] الدوال المتداخلة 

[ 5 -4 ] معادلة المماس والعمود على المماس للمنحني 
[ 5 -5 ] مشتقة الدوال الدائرية 

[ 5 -6 ] مشتقة اللوغاريتم الطبيعي 
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الوحدة الخامسة المتتقة 


]1-5 ] | تعريف المشتقة 


الھدف من الدرس 
أن يعون الطالب قادرا على أن: 
1) يعرف المشتقة 2) يجد ميل المستقيم 3) يجد السرعة 


` 


13 كانت الدالة f(x)‏ معرفة على فترة مفتوحة وإذا كان © أي عدد فان 
ميل المماس لمنحني الدالة f(x)‏ عند النقطة é y1)‏ 31 ) هو: 


_ 72 1 
m گے کڪ‎ 
X2 — 31 
i f x.) — f (x2) 
1m —— n 
۸-0 Ax 


بشرط أن تكون هذه الغاية موجودة 
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الوحدة الخامسة المتتقة 


جد ميل المماس لمنحني الدالة × = y‏ باستخدام تعريف المشتقة. 


الحل 
JQ + Ax) - fx)‏ 0 _ 
خخ —— m = lim‏ 
Ax‏ ۵۸73-0 
رج a 2 Ax) — f‏ _ 
m = lim —— OY‏ 
Ax‏ ۸77-0 


. (x+ Ax)? — × 
m = lim —— 


۸77-0 Ax 
. xX? + 2xAx + (Ax)? — × 
m = lim ——TO? . F 
۸73-0 Ax 
. Ax(2x + Ax) 
m = lim ى‎ 
۸7-0 Ax 


نستخرج Ax‏ عامل مشترك 
2 - 0 + ر2 - m‏ 


122 


الوحدة الخامسة المشتقة 


جد المشتقة باستخدام التعريف للدالة: 6۸ - f(n) = n2‏ 


الحل: 
a AG +An) - Am)‏ 
۸7 2 = 
(m + An)? — 6(n + An) - (n? — 6n)‏ 
اللتت7ب 777‏ -77 ڪڪ ي === 11 == 
An‏ ۸7-0 
2nAn + (An) — 6۵7‏ . 
د گے ln Å=‏ = 
An‏ ۸77-0 
An(2m + An — 6)‏ . 
lim —— Ñ Q , o ÜƏ  =2n+0-6‏ = 
An‏ ۸737-0 
2n — 6‏ = 
ملاحظة 


إن طریقة الاشتقاق باستخدام التعريف قد تتعب الطالب وقد تستغرق وقتا 
E O ۶۶8۹‏ 
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الوحدة الخامسة المتتقة 


الهدف من الدرس أن يكون الطالب قادرا على أن: 
×70 ا ا 


> أولاً » 
إذا کان y=a a‏ فان 


ہے 
lI‏ 
© 


) تانياً‎ ( 
y= ax ¬ وو‎ = a مشتفھ‎ 


(Wu ( 
y = y" Dy ne: 


> رابعاً » 
مشتقة الرفع: 


y= = y =n ضف“‎ 


: (خامللااً ) مشتقة ضرب دالتين‎ 
y = f.g) = y = f). Jx) + g). f G) 


(إسادللاً 4 مشتقة الدالة الكسرية 


Sime J G). g@) - f (a). ف‎ (x) 


— go) ۲ 92 
K 124 


الوحدة الخامسلة المتتقة 


y= -8 
4. y = —9x 

f G) = 7 
2. =0 
4. ے‎ —9 
6. f(x) = 35x* 


او عل tw‏ ےج 
y = (x? - 4x + 3‏ .2 
y=Vx2+3x+‏ .3 

4. y = 2 +3x)(5x + ) 


_ 3x+5 
0110 


لد 125 


5. y 


الوحدة الخامسة المتتقة 


: الحل‎ 
. y = 325 + 6× + 5 
. y = 3)7 — 4x + 7 
1 
. y = (x? + 3x + 1)š 
1 = 
= 22ج‎ +3x + 1( 3 (2x + 3) 


_ 2x +3 
3 /(x2 + 3x + 2 
و‎ = (x+ 3x) X 5 + (Sx + 1) x (2x + 3) 


y=5x2+15x + 10x? + 15× + 2x + 3 


y= 15x? + 32+ 3 


| (x2+2)- 2x(3x + 5) 
J| ڇڪ‎ 


FEAF 
o o RO= اح‎ 1103 
7 (x2 + 2 
6ى لے‎ 
Y G + 232 
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الوحدة الخامسة المشتقة 


متال 5 


f(x) = ×۷ ×2 - 1 جد )ثم . للدالة:‎ 
الحل‎ 
يمكن كتابة الدالة بالشكل:‎ 
fœ) = 2)2 — 1) = Jx2 — xt 
fæ) = (x - x2y2 
= Ë (° — ×2) 2 (4x? — 2x) 
0 4x2 — 2 
2 (t= x) 
جد المشتقة لکل من الدوال الآتية:‎ 
. fœ) = J1 - 2x2 
2. fO) = 4x(3x— 2)° 


3. f(x) = xV1 - x? 


4 _ 2 
' 77 G= 52 
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الوحدة الخاامسة المتتقة 
١ ]3- 5 ]‏ مشتقة الدالة المركبة 


الهدف من الدرس أن يكون الطالب قادرا على أن: 
yS‏ 


إذا كانت g(x)‏ دالة و f(x)‏ دالة ثانية فان: 
(f 09) = 901 @))‏ 


متال 6 


fO) - 2+۶+1 2 g(x) كانت 5 + 23 ع‎ iy 
جد:‎ 
1. (fogo 2. (f og) 
الحل:‎ 
. (f o ((ع) او = جی(23‎ 
(fog)eo = (2x +1)? +5 
(f o 9( ون‎ = 3(2x + 1)2 x 2 = 6(2x + 7 
(fogo 2 OCR =6x25=150 
. (f o g)oo = 901 @)) 
(f og)eo = 223 + 5) +1 
(fogla = 22" 10341 
(f o 9( ون‎ = 6x? 
(f رن (وه‎ = 6)-1(2 = 6 
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الوحدة الخامسة المتتقة 
_ قاعدة السلسلة_ 


الحالة الاولى: 


الحالة الثانية: 


n=5x+2‏ , 6+ ةم د بر 


T 
dx ` 
الحل‎ 
dy dy dn 
dx dn” dx 
dy 5 
— = x (5) = 15n’? 
و‎ = (397) x (5) = 15n 
۸ = 5× + 2 نعوض‎ 
dy 
—=1 2/5 
e 5(5x + 2) 
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y=n3+2n+3 , x=4n? -5 


dy dy dx 
dx dn ` dn 
dy : 

Jj‏ کے 
r” (3m + 2)‏ 


الوحدة الخامسة المتتقة 
متال8 


dy 
— جد:‎ 
dx 
الحل:‎ 
3n? + 2 
إذا علمت ان:‎ .1 
y=m2+3n , x=2n-1 
d 
— = ^“ تحت ندما‎ 
2 عندمان‎ dx جد‎ 
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الوحدة الخامسة المشستقة 


]4-5[ |الدوال الصريحة والدوال الضمنية المتداخلة) 


الهدف من الدرس أن يكون الطالب قادرا على أن: 
7٦٥‏ ۵" 
2 يشتق الدالة الضمنية 


الدالة الصريحة : 
يقال بأن الدالة صريحة إذا أمكن التعبير عن المتغير y‏ مباشرة بدلالة 
متغير اخر X‏ فيسمى المتغير ‏ دالة صريحة والامثلة على ذلك ما يلي: 


2x + 


Igel j y = sin 3x 


y=x3—3x+2 , y= 
:) الدالة الضمنية ) المتداخلة‎ 


إذا لم نستطع التعبير عن المتغير لا بدلالة المتغير X‏ مباشرةء ففي 
هذه الحالة تكون الدالة ضمنية ء والامثلة على ذلك كما يلي: 


xX + × y+ 2y =0 , y? + yx2 — 2yx = 0 
خطوات الاشتقاق الضمني‎ 
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الوحدة الخامسة المستقة 


متال9 
جد y‏ إذا علمت أن: 
3x y + 4y2 = 0‏ 
الحل: 
0= پر برع + 3× +۔ ر×3 
3xy+3y+8yy = 0‏ 
ننقل الحدود الخالية من Y‏ إلى جهة الیسار ونبقي الحدود التي تحوي Y‏ في 


جهة الیمین: 
3x y + 8y y = —3y‏ 


a عامل‎ y' نستخرج‎ 


3x + 8y 


متال10 


جد للدالة: 4= 3بو2 + بو شير + خر 


) = (3x +8y) = -3y > y = 


الحل: 
و = 2x+ 6y2y‏ × ںے+۔ عا +x‏ 216 
0 ع 2x+x2y+2yx+6y2 y‏ 
x? y + 6y2 y = —2x — 2y x‏ 
X‏ 23 = = 


ہر جو ہیں Sl i‏ مكار 


E CO فی نج‎ 
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الوحدة الخامسة المتتقة 
] 5 -5 | معادلة المماس والعمود على المماس للمنحني 


الهدف من الدرس أن يكون الطالب قادرا على أن: 


لإيجاد معادلة المماس لمنحني ما 

(x1, Y1) التماس‎ ikä نحتاج‎ (1 

2( نحتاج ميل المنحني عند نقطة التماس حيث أن الميل y =m‏ 
3( معادلة المماس m(x — xı)‏ = ۷-۷ 


@ ميل العمود على المماس 1۸ = 


معادلة المستقيم المماس للمنحني 


عند نقطة التماس (xı 2 yı)‏ 


y = fŒ) منحني الدالة‎ 


معادلة المستقیم العمودي على المماس للمنحني 
عند نقطة التماس (xı ç yı)‏ 


الشكل(14-4) 
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الوحدة الخامسة المتتقة 
متال11 
جد معادلة المماس للمنحني: 


عند النقطة (1,2) +y? =5xy—1‏ تير 


الحل 
نجد ميل المنحني بطريقة الاشتقاق الضمني 
(y)(5)‏ + (7) (د5) = 3x + 3y° y‏ 
رھ توق د ہو وو = Soy‏ 
y(3y° - 5x) = 5y - 2‏ 
5y—3x2 5)1( - 7‏ 
معادلة المماس: 171 - 7 - m(x—Xi)‏ 
معادلة المماس: 0 = - ,بو - × جه (2 -*)1 ح y-1‏ 
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الوحدة الخامسة المستقة 
تمارين (2-5 ) 


س' إذا كان: 1 + 7× = مم , م - 202 سے y‏ 


01 
— a 
dx 
ga)=x2+1 , R00 = 1-2 س5‎ 


(h0 9)) , (hog) جد:‎ 
fG)=x2+7 , h(x) = Vx س3 إذا کانت:‎ 


(hof)a) جد:‎ 


س“ إذا علمت أن: 2- ¬3 + x = 32 + 3n -1 , y=?‏ 
جد معادلة المماس عند 1 = ۸ 
س” إذا علمت fŒ) = ×+ 2× +1 , gx) = Vx of‏ 
1 ذا علمت ان 2۸+3 =× , y=x2+2x‏ 
جد معادلة المماس عندما 1 = 71 
س جد معادلة العمود على المماس للمنحني: 
2x3- x? y +y?-1=0‏ عند (3- , 2) 


س“ جد معادلة مماسي المنحني: 17 = 16y2‏ + 2× عند y=1‏ 


٥‏ جد نقطة د للمنحني +y)? = 8x‏ 1( والتی عندها ميل العمود عليه 


1 
G) يساوي‎ 


135 


الوحدة الخامسة المتتقة 
[ 5 -6 ] 8 مشتقات الدوال الدائرية المثلثية) 
الهدف من الدرس أن يكون الطالب قادرا على أن: يشتق الدالة الدائرية 


1) y = sin g(x) > y'= cos g(x) . g'(x) 
2) y =cos g(x) > y'= -sin g(x) .g'(x) 
3) y= tan g(x) > y'= sec? g(x) .g'(x) 
4) y =cot g(x) > y'=-csc? g(x) .g'(x) 
5) y=sec g(x) > y'= sec g(x) tan g(x).g'(x) 
6) y=csc g(x) > y'= -csc g(x) cot g(x).g'(x) 


متال12 


جد [ لكل من الدوال الآتية: 
y = sin(x? + 3)‏ . 
y = cos x°‏ 
y =tan 3x‏ . 
y = cot(x? — 2x + 4)‏ . 


. y = sec2x 


جم N‏ ين یم ہب O‏ 


. y = csc 7x 
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الوحدة الخامسة المتتقة 


. y = 2x cos(x? + 3) 
y = -3 x? sin xš 
y = 3sec2 3x 


y = —(2x — 2) csc? (x? — 2x + 4) 


. y = 2sec2x tan 2x 


S mw s = 


y = —7 csc 7x cot7x 


ملاحظات مهمة في اشتقاق بعض الدوال الدائرية 


إذا كانت الدالة مرفوعة للأس نضع الدالة داخل قوس مرفوع للأس ثم 
نطبق القاعدة: 
y = (sin g(x))” = y = n(sin g(x))' 1 . cos g(x). 9 (x)‏ 


متال3آ1 
جد y‏ 

y = sin 5۶ 
الحل:‎ 


y = 3(sin5x)2 x cos 5x x 5) = 1551525 cos 5x 
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الوحدة الخامسة المشتقة 
إذا كانت الدالة كسرية نطبق القاعدة: 
fo). f GO. g(@) — f 20.900‏ 


go 2و‎ 

متال14 
جد J‏ للدالة: 
3 _ 
y 1-— tanx‏ 
Jadi‏ 
tan x) — 3(sec? x) 3secx‏ - 0)(1( . 

7 (1 — tan x)?  (1-—tan x) 


y = f.g) = y = f). H) + .)و‎ f Go) 


متال کا1 


y = tanx cscx للدالة‎ y جد‎ 


الحل: 


y = tan x x (— cscx cotx x 1) + cscx X sec2x x 1 


y = —tanx cscx cotx + يدعو‎ sec“x 
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الوحدة الخامسة المتتقة 


ملاحظة 4 


هناك أسئلة تحتاج إلى تبسيط وذلك بالإعتماد على المتطابقات المثلثية التي 
ضا في الفضول'السايقة وناك سیا الا 
sin2x+cos2x=1‏ .1 
sin2 x = 1 — cos2 x‏ 
cos2 x = 1 — sin2‏ 
sin ZX = 2sin x cos x‏ .2 
> ومنها نحصل على cos2x = cos? x —Sin2x‏ .3 
cos2x = 1 — 2 sin? x‏ 
cos? x = 2cos2x—1‏ 
sec x = tan? x +1‏ .4 


5. csc? x = cot? x +1 


6. secx = , CSCX = 
cos x sin x 
cos x sin x 
cotx = , tanx= 
sin x cos x 
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الوحدة الخامسة المتتقة 


مثال16 


y = cost x — sini x إذا علمت أن:‎ 
y = —2sin2x أثبت أن:‎ 

الحل 
y = (cos? x — sin? x)(cos2 x + sin? x)‏ 
y = (cos 2x)(1)‏ 
y = cos 2x‏ 
y = =2 sin 2X‏ 
إذا علمت أن: y = tan x‏ فائبت ان: 

y = 230 xsec2 x 
الحل:‎ 

J = sec2x > y = 2secx secx tan x 


متال18 


إذا علمت أن: 2 + ×2 y = 1/2 cos‏ فائبت ان: 


= 2 sec? x tan x 


y = -2 cosx 


الحل: 
y = J2(2cos2 x — 1) + 2 = V4cos2x — 2 + 2‏ 
y =44cos?x > y = 2cosx‏ 
y= —2sinx > y = —2cosx '‏ 
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الوحدة الخامسة المشتقة 
]7-5[ تطبيقات هندسية على مشتقة الدوال الداترية 


معادلة المماس والعمود على المماس على منحني الدالة الدائرية 


الهدف من الدرس أن یکون الطالب قادرا على أن: 
يجد معادلة المماس والعمود على المماس للدالة الدائرية 


متال19 


جد معادلة المماس للدالة: y=cos9x‏ عند ۳ = x‏ 


6 
الحل:‎ 
ديرو‎ 270 
= — — > —) z ° = 
x 6 y = 05) 2 cos 
Tt 
(xi ,71) = G 0) 
Tt 
m = y = —9sin 9x = —9sin(9 x z) 
= —9(— (=9 
معادلة المماس:‎ 
۷-۷ = m(x-xı) 
-0=9)- (¬ 9x- Da 
y = 8 2-755 


ويمكن تسهيل المعادلة وذلك بضرب الطرفين بالعدد 2 


18x — 2y — 37 = 0 


الخامسة المتتقة 


جد معادلة المماس والعمود على المماس للدالة: 
f(x) = tan 2x + cosx‏ عند 0 = x‏ 
الحل 
نجد نقطة التماس 
)0,1( > 1 = 1 + 0 = 0 و0 + (2)0 مج y=‏ > 0 = عر 
نجد ميل المماس: 0 y = 2 sec? 2x — sin x = 2860620 - sin‏ 
m=2—0=2‏ 


معادلة المماس: 


m(x—x;)‏ = ۷ت۷ 
y—1=2(x—0)>2x—y+1=0‏ 


21 
m 


M = -= 
2 


y - yı = M (x — xı) 
y-1=-5(x-0)>x+2y-2=0 
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الوحدة الخامسة المستقة 
]8-5[ التطبيقات الفيزياوية على مشتقات الدوال الداترية 


s(t) = الإزاحة‎ ç الموضع‎ ç البعد‎ 
p(t) السسرعة-‎ 
a(t) = التعجيل‎ 


إذا كانت 5 تمثل إزاحة جسم يتحرك على خط مستقيم حيث: 
s‏ > بالأمتارء t‏ — الزمن بالثواني وان s(t) = 2 sin 3t‏ جد 
البعد والسرعة والتعجيل عندما: 


= 
18 
الحل‎ 
s(t) = 25810136 - 2 7 
۱ T 
525/153 34-2 
- 282 = m 


v(t) = 6 cos 3t 


= nssqa E 
= COS 18 


= 3/3 m|s 
a(t) = —18sin 3t 


پ و فقوت = 
sın 18‏ = 


= —9 zr m/s? 
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الوحدة الخامسة المشتتقة 


٣٦‏ كل من الدوال الآتية: 
y = cos(2 — 3x°)‏ .1 
y = /sec2x + 1‏ .2 
y = secnm x°‏ .3 
y = cos? (r + x) — sin? (r + x)‏ .4 
y= 2sinx —sin2 x‏ .5 


6. y = xtan2 x 


س” جد معادلة المماس للدالة: f(x) = sin 2× — cos4x‏ 


TT 
عند —== ع2‎ 
18 


š : 3‏ 
س" جسم يتحرك بسرعة: 


(D = sin kt ti 
127 = SIn—t = COS — 
4 4 


حيث أن V(t)‏ سرعة الجسم بوحدة ٢٠ m/s‏ الزمن بالثواني 
جد: 1) سرعة الجسم عندما t=2s‏ 
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الوحدة الخامسة المستقة 
]9-5[ مسستقة اللوغرتيم الطبيعي (Ln ) ojoj‏ 


درست عزيزي الطالب في الفصل الدراسي الأول اللوغاريتمات ودرست نوعا 
خاصا من اللوغاريتمات ألا وهو اللوغاريتم الطبيعي الذي سنختص في هذا 
الفصل بطريقة اشتقاقه. 


متال22 
جد 'لا لكل من الدوال الاتیة: 
y = In(x2 + 3)‏ 
y =In(x3—3x+ )‏ 


y = In(tan x + sin x) 


£ x 


y = In(cosš x) 


الوحدة الخامسة المتتقة 


الحل: 
f r E‏ .1 
x =‏ . 
mar MRR‏ 
32-8 1 
x (3x? — 3) =——‏ اش سے f‏ .2 
f x3 - 3x +1 ) x3—3x+1‏ 
1 5 
f =— nTpxA 2x +‏ .3 
تی Í tan + sin x Ce‏ 
FOS‏ 380 _ 
tanx + sinx‏ `` 
x (—si‏ = 31 = 4 
f ncosx > f T (— sin x)‏ 
—3sin x‏ 
z = —3 tanx‏ 
cosx‏ 


f ] 10- 5 [‏ مشتقة الدالة الأسية 47 = y‏ 


الهدف من الدرس أن يكون الطالب قادرا على أن: 
يشتق الدالة الأسية 


y = a9® => y = g(a).In a. 20 


مثال23 
جد Y‏ لكلا مما يأتي: 
y = 3x2x+1‏ .1 
عم = ر .2 
y = 21‏ .3 
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الوحدة الخامسة المشتقة 


E ا‎ E 


P. J = يزيز فوع‎ 15 x 5smnz 


B === sc" پر‎ ×2 ٠ 7 


y= eg) = y = g (x). 0 


متال24 


a, = e3x+5 
b ys قم‎ 511 x+tan 3-1 
c. y = e3x2—3x+1 


a 5 


b; 3 = (cosx Aser (3 


c. 3 = (6x — 3)e?*-3x+1 
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الوحدة الخامسة المشتتقة 


dx2 ` 


1. y = e3x+1 


2. y = ešsinx 
س” جد المشتقة لكلاً مما يأتي:‎ 

. fŒ) = In(3x2 + 1) + In(2x3 + 1) 

. f(x) = (In cos x)? + 2x 

e قزر‎ = mes ول‎ 

D. f(x) = (e™ — 3 


w > 


tri 


1 
جم = ۶ . 
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